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AVANT-PROPOS. 


Xje  calcul  des  inéquations  est  le  mode 
général  de  la  décomposition  algébrique. 
Pour  résoudre  un  problème  ou  une  ques- 
tion quelconques  on  traduit  les  conditions 
qu'il  renferme  en  langajge  algébrique  :  si 
Tinconnue  n'est  multipliée  qu'avec  des 
quantités  connues^  oh  parvient  par  les  régies 
de  l'algèbre  à  l'en  dégager ,  et  on  l'obtient 
seule  daii&  un  des  membres  de  l'équation  : 
le  problême  est  alors  résolu.  II  se  résout 
encore  avec  la  même  simplicité  dans  les 
équations  de  la  forme  a?''=Â  qu'on  appelle 
équations  à  deux  termes  ^  on  a  immédiate*- 
ment  x^^ÇT. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'in- 
coiuiue  se  trouvé  élevée  à  différentes  puis^ 
sances  dans  les  différens  termes  de  l'équa- 
tion ;  on  parvient  par  les  ré^es  de  l'algèbre 
k  ramener  l'équation  composée  à  la  foi^me 
générale 
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C^est-là  que  se  terminent  leur  secours.  Lors- 

> 

que  réquation  n'est  que  du  second  degré 
^^-hAa;-4-B=o^on  obtient  pour  ses  deux 
valeurs  la  formule  générale  de  solution 
0?= — i.A=fc:y/"^A^ — B.  Mais  cette  solu- 
tion n'est  due  qu'à  un  artifice  du  calcul 
qui  ne  s'étend  pas  plus  loin. 

Les  algébristes  ont  tourmenté  les  équa« 
tions  composées  de  foutes  les  manières  pour 
en  obtenir  des  formules^de  solution  comme 
celle  du  second  degré  ;  mais  tous  les  arti- 
fices du  calcul  qu'ils  ont  imaginés  n'ont  pu 
aboutir  qu'à  donner  une  solution  impar-* 
faite  des  équations  du  troisième  et  du  qua-» 
trième  degré  :  les  formules  qu'ils  ont  obte- 
nues sont  embarrassées  de  quantités  imagi- 
naires dans  le  cas  où  les  racines  de  l'équa- 
tion  sont  toutes  réelles. 

L'impossibilité  d'aller  plus  loin  fait  voir 
que  les  équations  ne  peuVent  pas  se  décom- 
poser par  la  méthode  elle-même  des  équa- 
tions. C'est  par  le  calcul  des  inéquations 
qu'on  parvient  à  démêler  les  inconnues  dans 
tous  les  cas ,  et  qu'on  obtient  des  formules 
algébriques  qui  conduisent  aux  valeurs  des 
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racines  dans  les  équations  composées  d^iuie 
seule  ou  de  plusieurs  inconnues. 

On  peut  décomposer  ^analyse  en  deux 
opérations  bien  distinctes  :  dans  la  première 
on  traduit  en  algèbre  la  question  à  résou- 
dre ;  cette  première  opération  peut  être 
considérée  comme  une  composition  ;  c'est 
ensuite  le  calcul  des  inéquations*  qui  dé- 
compose. De  sorte  que  dans  les  opérations 
de  Tanalyse  ^  ce  calcul  est  à  la  composition 
algébrique,  ce  que  dans  ces  opérations  de 
Tarithmétique ,  la  division  est  à  la  multi<» 
plication ,  et  ce  que  Textraction  des  racines 
est  à  rélévation  aux  puissances. 

Le  calcul  des  inéquations  se  divise  en 
deux  parties;  la  première  contient  la  réso- 
lution algébrique  des  équations  de  tous  les 
degrés  à  une  seule  inconnue  ;  la  seconde 
traite  delà  résolution  des  équations  compo- 
sées à  plusieurs  inconnues.  Lorsque  dans  ce 
deuxième  cas  on  n'a  qu^une  seule  équa- 
tion 9  les  inconnues  sont  des  variables  dont 
on  détermine  la  suite  des  valeurs  à  Taide 
des  formules  algébriques ,  obtenues  dans  la 
première  partie  en  traduisant  géométrique- 
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ment  ces  suites  de  valeurs  corrélatives ,  il 
en  résulte  la  théorie  des  courbes  des  diSFé- 
rens  degrés.  Elles  ne  sont  dans  le  calcul  des 
inéquations  qu'une  méthode  graphique  pré- 
paratoire pour  parvenir  à  déterminer  les 
valeurs  avec  toute  la  précision  que  peut 
donner  le  calcul  numérique. 

Lorsqu'on  a  autant  d'équations  que  d'in- 
connues^ on  parvient^  par  ce  moyen ^  à  dé- 
terminer immédiatement  la  valeur  de  cha- 
cune d'elles^  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
former  une  équation  finale  à  une  seule  in- 
connue par  la  méthode  d'élimination  :  mé- 
thode qu'on  peut  regarder  comme  impra- 
ticable par  l'excessive  proUxité  du  calcul 
qu'elle  exige  et  qui  a  le  défaut  de  surcpm- 
poser  l'équation  avant  de  la  résoudre. 
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DU 


CALCUL  DES  INÉQUATIONS. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


De  la  résolution  des  équations  composées 

à  une  seule  inconnue. 

\JvoiQVE  les  méthodes  de  solution  que  Toa 
développe  ne  s'appuient  que  sur  la  formule 
connue  de  la  résolution  des  équations  du 
deuxième  degré  ;  cependant ,  pour  rendre  cet 
ouvrage  complet ,  j^aî  cru  nécessaire  d'éxpo- 
ser ,  dans  un  premier  chapitre ,  les  propriétés 
générales  des  équations ,  et  de  donner  un  pré- 
cis  <l€s.  méthodes  les  plus  simples  qui  ont  été 
imaginées  jusqu'à  présent  pour  résoudre  les 
équations  algébriques.  Les  formules  connues 
de  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degré. renferment  unç  fonction  composée  dont 
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on  retrouve  les  ële'mens  dans  le  calcul  des 
inéquations.  On  y  reconnaîtra  le  principe  du 
cas  irréductible  qui  se  trouve  de'composé  :  et 
l'on  verra  comment ,  selon  les  apperçus  de 
La  Grange ,  les  formules  de  solution  algébri- 
que des  différens  degrés ,  si  on  pouvait  les^ 
obtenir,  ne  pourraient  donner  que  des  for- 
mules en  expressions  imaginaires.  Car^e  cal- 
cul des  inéquations,  en  ne  donnant  que  des 
quantités  réelles  dans  les  formules  de  solution 
des  équations  de  tous  les  degrés ,  quand  les 
racines  àonl  réelles ,  présente  en  même  temps 
la  manière  dont  elles  sont  séparées  des  expres- 
siéhs  imaginaires  av^c  lesquelles  elles  reste- 
raient :combitléés  ^  si  Von  parvenait  à  les  ré- 
soudre par  les  règles  connues  de  l'algèbre. 


'  < 


GHAPITRf:  PREMIER.  . 

« 

Des  propriétés  générales  des  équations.  Pré' 
cis  ides  méthodes  connues  les  plus  simples 
pour  résoudre  les  équations  algébriques  du 
troisième  et  du  quatrième  degré*       / 

'il    PkoMïÉrfe^i  GÉNÈkàLÉS  bfeS  ÉQUATIONS. 


-1.  Les  équations. 'Composéés;;ie  namenenti 
comme  on  Ta  dit  à  la  formule  géhérale  , 
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Lia  première  propriété  de  ces  équations, 
qu^on  jxeut  regarder  comme  un  fait  analyti- 
que ,  consiste  en  ce  que  leur  résultat  peut 
devenir  =0  en  substituant  à  la  place  de  x  plu- 
sieurs valeurs  différentes.  Ces  valeurs  doivent 
donc  être  considérées  comme  appartenant 
toutes  à  l'équation  :  on  les  appelle  racines.  Ainsi 
si  les  quantités  a^  b,  c^  —  rf,  —  1?,  — jf,  etc. 
satisfont  également  à  Téquation ,  en  rendant 
son  résultat  =o  par  leur  substitution  à  la 
place  de  Xj  on  aura  également  x=a, «=5, 
xt=2Cy  «=  — rf,  etc.  :  ce  qui  ne  veut  pas  dire 
que  rinconnue  que  Ton  cherche  a  toutes  ces 
valeurs  ,  mais  seulement  qu^elle  a  Tune  ou 
l'autre. 

En  analysant  les  équations  composée^  dia- 
prés cette  propriété ,  on  démontre  qu'elles 
peuvent  être  ramenées  à  un  produit 

(x^a)  (x — b)  [x — c)  (x+d)  (a? +^),  etc.  =0 

d'autant  de  facteurs  simples  qu'il  y  a  de  va« 
leurs  qui  sont  susceptibles  par  leur  substi-* 
tution  à  la  place  de  x  de  rendre  leur  résultat 
=  0,  et  que  la  limite  du  nombre  de  ces  fac* 
teurs  est  égale  au  nombre  des  unités  du  degré 
de  Téquation. 

En  effet ,  supposons'  que  a  soit  une  des  ra- 
cineâ  de  l^quation ,  en  mettant  sa  valeur  à 
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la  place  de  Xj  l'ëquation  générale  deviendra 
d"  +  Aa""*  +  Ba*"-» . . . .  +  Ma  +  N  =i:o  (i). 

Si  je  mets  pour  N  dans  la  proposée  la  valeur  - 
qu'on  obtient  de  cette  dernière  équation  ;  on 
aura 

Qr  tous  les  termes  de  cette  équation  sont  divi- 
sibies.par^i — a^  et  la  proposée,  toute  réduc- 
.   tîon  faite ,  acquiert  la  forme  suivante  en  appe- 
lant A',  B',  C,  etc.  les coëfficiens qu'on  obtient 

(ir"-+Aa?'""^»4-fix'"-^  . .  +M)  (ar— a)  =  o  (a). 

Or^  maintenant,  si  cette  équation  a  une 
autre  valeur  b  qui  rende  son  résultat  =o,  en 
substituant  &  à  la  pls^ce  de  or,  on  aura  comme 
ci-dessus  (i) 

(é"»-»  +  A'i»"*- + B'6"- .  i .  -1-  M')  ib^a)  =  o , 

le  facteur  A— a  ne  peut  pas  être  =o,  il  faut 
donc  que  l'on  ait 

-    &"-*  +  A'A"-*  +  B'fc"*--^ . . .  +  M  :i=.o'  (3) 

ou  en  mettant  ^  à  la  place  de  6 , 

ar"*-  +  AV-'  +  Bat""''.  .  •  +  M=o  (4). 

Ainsi  les  deux  fadteuirs.de  L'équation  (2)  sont . 
séparément  =0,  non  pas  à  la  fois ,.  mais  suc- 
ceftsiyem^pt  en.  faisapt  .^  =  a,  ;p  =  è. . 

Maintenant  en  prepanjt  la^  valeur,  çl?  M  dans 
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rëquation  (3) ,  et  la  substituant  dans  Téqua^* 
tion  (4)  y  on  aura  comme  ci-dessus 

qui  sera  divisible  par  x — 5,  et  donnera  une 
nouvelle  équation  de  la  forme 

en  opérant  comme  pour  Fëquation  (a). 
La  proposée  sera  donc  ramenée  à  la  forme  j 

si  une  troisième  valeur  jc  =  c  rend  encore  le 
résultat  de  l'équation  identique ,  on  parvien- 
dra 9  en  opérant  de  même ,  à  ramener  l'équa- 
tion générale  à  la  forme 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  l'équation  s'a- 
baisse d'un  degré  à  chaque  valeur  de  x  qui 
rend  son  résultat  =o  ;  la  limite  de  la  décom- 
position sera  donc  lorsque  l'équation  sera  ame- 
née à  ce  degré  de  composition 

(x-|-A^)(a? — a){x—b)(jK — c)  .  .  .  {x — i7î)  =  o 

alors  l'équation  proposée  réduite  au  facteur  b 
simple  *-h  A'*  seça  le.  dernier  facteur  qui  ne 
pourra  plus  se  décomposer.  Il  pourra  donc 
y  avoir  autant  de  facteurs  qi^'il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  de  rëquation ,  et  il .  né  pourra 
pas  y  en  avoir  dayaQt^igç. 


XO  TRAITÉ  éliiMCNTAIRJS; 

a.  Il  faut  considérer  que  cette  démonstra- 
tion ne  s'applique  rigoureusement  qu'aux  ra- 
cines réelles  et  cominensurables  de  réquatioo  ; 
il  n  y  a  que  ces  espèces  de  valeurs  qui  puissent 
rendre  son  résultat  =o.  Lorsque  l'équation 
n'a  que  des  racines  incommensurables ,  il  n'est 
pas  possible  d'assigner  une  valeur  qui  puisse 
en  rendre  le  résultat  ==o,  c'est  ce  qui  cons- 
titue la  propriété  d'incommensurable. 

Mais  il  faut  remarquer  que  les  équations 
composées  ont  encore  la  propriété  de  donner 
des  résultats  qui  changent  de  signe  en  substi* 
tuant  à  la  place  de  a?,  successivement  diffé- 
rentes valeurs  :  or,  de  cette  propriété,  il  faut 
encore  conclure  que  l'équation  est  composée 
d'autant  de  facteurs  inégaux  (a?— a)  (x — b) 
{x — c)  etc.  qu'il  y  a  de  changemens  de  signe 
dans  les  résultats  de  l'équation,  quoique  ces 
racines  soient  incommensurables ,  ou  quoi- 
qu'on ne  puisse  pas  assigner  une  valeur  qui 
rende  l'équation  =o. 

En  effet ,  supposons  que  dans  une  équation 
composée  quelconque,  on  obtienne  d'abord  un 
résultat  positif  en  substituant  à  la  place  de  a? 
une  valeur  p,  qu'ensuite  on  obtienne  un  té» 
^ultat  négatif^  en  substituant  une  autre  va- 
leur §r,  je  dis  qu'entre  ces  deux  valeurs  jt)  et 
gr  il  y  a  nécessairement  uû^  vàleUr  assignable, 
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OU  non,  qui  doit  rendre  le  résultat  dé  Téqua- 
tion  =o  :  car  puisque  l'on  passe  du  positif 
au    négatif,  il  faut  nécessairement  conclure 
qu'en  supposant  une  infinité  de  valeurs  entre 
p  et  ^,  on  arrivera,  en  partant  de/)  verser, 
à   la  limite  des  valeurs  dont  la  substitution 
rend  le  résultat  de  1  équation  positif,  et  en 
partant  de  q  vers  p ,  à  la  limite  de  celles  qui 
rendent  ce  résultat  négatif;  or  ces  deux  limites 
opposées  coïncident  nécessairement  à  la  valeur 
assignable ,  ou  non ,  qui  doit  rendre  le  résul- 
tat de  Téquation  =0,  donc  il  faut  conclure 
que  Téquation  a  une  racine  réelle  entre  p  et  q. 
Pareillement  si  en  continuant  les  substitu* 
tions ,  j'obtiens  un  autre  changement  de  signe 
dans  les  résultats  de  l'équation  entre  les  deux 
substif  utions  p'  et  q' ,  il  s'ensuivra  par  la  même 
raison  que  l'équation  a  une  autre  racine  réelle 
entre  ces  deux  valeurs  ;  et  ainsi  de  suite.  D'où 
l'on  doit  conclure  que  toute  équation  com- 
posée a  autant  de  racines  réelles  jp=:a,  4r= A, 
2c  =  c  qu'on  peut  obtenir  de  changemens  de 
signe  dans  les  résultats  de  l'équation ,  et  qu'elle 
petit  être  également  considérée  comme  corn-- 
posée  de  facteurs  simples  (jp'— a)  (*-*-A) 
(:r— c)  etc.  =0 ,  dont  le  nombre  peut  être 
égal  à  celui  du  degré  de  l'équation,  par  le  même 
raisonnement  qu'on  ^  développé  ci-dessus/ 
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3.  Le  nombre  des  racinesde  l'équàtion  nepeu-t 
é  tre  égal  à  celui  du  degré  de  réquàtioo  que  quand 
toutes  les  racines  sont  réelles.  Mais  il  arrive  sou« 
vent  que  Téquation  se  trouve  multipliée  par  un 
facteur  composé  a/"  +  AV"'  +  BV~*  +  etc. 
dont  le  résultat  est  toujours  positif,  quel- 
que valeur  que  Ton  suppose  à  Xy  soit  néga«- 
tive ,  soit  positive.  Comme  il  ne  peut  jamais 
devenir  =o,  on  doit  conclure  que  ce  facteur 
n'a  pas  de  racines.  En  le  supposant  «so,  on 
fait  une  erreur,  et  les  valeurs  de  x  qu'on  peut 
obtenir  sont  imaginaires,  c'est-à-dire  impos* 
sibles  :  leur  expression  indique  Terreur  qu'on 
a  commise  en  faisant  le  facteur  composé  =o. 

En  considérant  donc  lies  racines  a,  b^  c,  dy  etc. 
comme  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires,  on 
pourra  dire  généralement  que  toute  équa- 
tion  est  décomposable  en  facteurs  simples 
{x — a){x — ô)(*— c)etc.  =o,  dont  le  nom- 
bre est  toujours  égal  à  celui  du  degré  de  l'é- 
quation. 

4.  On  démontre  que  toutes  les  racines  ima- 
ginaires dans  une  équation'  quelconque  ,  qui 
a  tous  ses  coëfficiens  réels,  ne  peuvent  se  trpU' 
ver  que  par  paires  de  la  forme 

lx=za+h\/'^  f*=a'4.ftV^  (x—a'+y'\/^ 

En  effet ,  supposons  qu'une  équation  con- 
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tienne  une  racine  imaginaire  ;  or  quelle  que 
soit  la  forme  sous  laquelle  on  pourrait  l'ob- 
tenir ,  on  sait  que  toute  expression  imaginaire 
se  ramène  à  la  forme  jc=7ari=6y^ — i  ,  par 
conséquent  s'il  y  a  une  racine  imaginaire  dans 
Véquâtion ,  elle  peut  se  ramener  à  cette  forme. 
Supposons  donc  que  la  valeur  de  cette  racine 
soit  ^=a  +  iv/  —  I,  en  substituant  cette  va- 
leur dans  la  proposée ,  elle  rendra  son  re'sul- 
tat  =  o ,  on  aura  donc 

(«+*i/^)"+A(a+6vCri)«--*+B(a+6v/^f-*+ctc.= 

£u  effectuant ,  on  aura  pour  résultat  une  équa- 
tion de  la  forme 

P-l-Q^  —  i  =o. 
Or ,  maintenant ,  cette  expression  ne  peut  être 
r=:o  qu'autant  que  P  ou  la  somme  de  tous  les 
termes  réels  sera  =  o  séparément.  Il  ne  peut 
pas  être  =  o  conséquemment  à  la  valeur  de 
QV^  — I ,  parce  que  des  quantités  imaginaires 
soustraites  des  quantités  réelles,  ne  peuvent 
donner  un  reste  nul  :  donc  Q  j/ —  i  =  o  sépa- 
rément ,  donc  on  a 

P=o,  Q  =  o. 
Supposons,  maintenant ,  qu'à  la  place  de  x 

on  substitue  la  valeur  a—b\/ — i ,  dans  la 

proposée  elle  deviendi^ 

(a— ^l/:ir7)«  +  A(a~6</^"*"'+etc.=o. 
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Cette  équation  ne  diffère  de  la  précédente 
que  par  le  signe  qui  précède  les  quantités  ima- 
ginaires ;  en  l'effectuant ,  elle  deviendra  donc 

or  on  a  P=o,  Q  =  o,  donc  on  a 


P_Q/_i  =o; 

donc  l'équation    contient    encore  la  racine 
x  =  a  —  b  \/—  I . 

Si  je  multiplie  cette  dernière  racine  avec  la 
précédente ,  j'aurai  le  facteur  réel  du  deuxième 
degré, 

X* — 2aar  +  a*-f- A*  =  o,  ou  (x — a)*  +  6*=o; 
par  conséquent  l'équation  proposée  sera 

(*"»-  » + A"x«-3+B"ar'«-4.  ..+!)(«*  ^2ax+a  » + 6*)=:o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  ait 
une  racine  imaginaire  x=za'  +  b'  \/ — i.  En 
substituant  sa  valeur  dans  cette  dernière,  elle 
deviendra 

[(a'  + 1'—  /  ~r)m->  +  A'  (a'+y  \/—i)mr'^  +  etc.) 

Cette  équation  ne  peut  être  =  o  que  par  son 
premier  facteur,  et  non  par  le  facteur  double 

(a'  +  ^V"^^)'—  etc.  Si  on  effectue  les  dif- 
férens  termes ,.  on  aboutira  au  résultat 
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On  démontrera,  comme  ci-dessus,  que  Von 
a  fc^'=:0,  Q''=  o ,  d'où  l'on  conclura  encore  que 

l'équation  a  une  autre  racine  x=^a — 6'|/— i , 
et  que  par  conséquent  elle  contient  encore  le 
facteur  réel  du  deuxième  degré 

X* — ^a'x+  a''+  ^'•=o,  ou  (x— a)'  +  6'*=ro ; 

« 

par  conséquent  la  proposée  se  ramènera  à  l'ex- 
pression 

(x"""^  +  A'^^x'"-'  +  etc.)(x'  — aax  +  a* 4-  *') 
(x*  —  2a  X  +  a'*  +  fc'*)  =o. 

On  fera  le  même  raisonnement  pour  une 

troisième  racine  imaginaire,  x^a'-f-é'^v/ — i  ; 
et  ainsi  de  suite.  On  parviendra  donc  à  décom- 
poser* l'équation  en  facteurs  réels  du  deuxième 
degré  ,  jusqu'à  ce  qu'il  ne  reste  plus  que  le 
dernier  facteur  double,  flf*+A''"';i;-+-B''~'=o, 
si  l'équation  est  d'un  degré  pair ,  ou  le  dernier 
facteur  simple  x  +  A^  ^  si  elle  est  d'un  degré 
impair;  ces  deux  facteurs  ne  contiennent  que 
des  quantités  réelles. 

5.  Delà  il  suit,  i^.  que  toute  équation  d'un 
degré  impair  a  au  moins  une  racine  réelle  ; 

6.  3^.  Que  toute  équation  ,  quelles  que 
soient  ses  racines,  réelles  ou  imaginaires,  est 
décomposable  en  facteurs  réels  du  deuxième 
de  gré • 

Cette  décomposition  peut  toujours  s'effec- 
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tuer  par  le  calcul  des  iue'quations ,  comme  on 
le  verra. 

On  peut  remarquer  maintenant  que  pour 
former  un  polynôme,  composé  avec  des  racines 
imaginaires,  et  qui  ne  contienne  cependant 
que  des  coëfficiens  réels ,  on  ne  peut  y  intro- 
duire que  des  racines  iipaginaires  par  paires, 
telles  qu'on  vient  de  le  dire.  En  effet,  com- 
me a+b\/ — I  et  — b\/ — i  donnent  la  même 
valeur  élevée  à  une  puissance  paire  quelcon- 
que ,  et  qu'elles  conservent  leur  signe  étant 
élevée  à  une  puissance  impaire  ;  si  on  multi- 
plie plusieurs  paires  de  facteurs  imaginaires  de 

cette  forme  a? — a-+-b[/ — i  et  x — a— éi/ — i  > 
les  unes  par  les  autres ,  les  racines  imaginaires, 
précédées  du  signe  +  5  seront  multipliées  par 
les  mêmes  quantités  que  celles  qui  sont  précé- 
dées du  signe  — ,  elles  se  détruiront  donc 
toutes.  Ce  qui  ne  pourrait  pas  avoir  lieu ,  s'il 
s'en  trouvait  une  seule  racine  imaginaire  qui 
ne  fût  pas  appareillée ,  ou  s'il  s'en  trouvait  une 
paire  qui  n'eût  pas  les  conditions  requises. 

7.  Je  viens  maintenant  au  changement  de 
signe,  produit  dans  le  résultat  de  l'équation, 
par  les  différentes  substitutions  de  ^  ,  au  pas- 
sage d'une  racine  réelle  à  la  suivante  :  on  voit 
évidemment  qu'il  ne  doit  plus  y  avoir  de  va- 
riations de  signe  ,  quand  on  a  franchi  les  va- 


leurs  de*  toutes  les  racines  réelles.  Voici  corn* 
nient  on  détermine  la  limite  de  ces  Tariatîons. 
D'abord  il  faut  remarquer  que  quel  que  soit  le 
degré  d^une  équation  et  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  ses  coè'ffieiens,  on  peut  toujours assi«* 
gner  un  nombre  qui  rende  le  premier  terme 
supérieur  à  la  somme  de  tous  les  autres.  Pour 
s^en  conyaincre  et  pour  trourer^cn  même  temps 
la  valeur  qu'il  faut  donner  à  x  ,  afin  d'y  parver 
nir  ^  je  prends  le  cas  le  plus  défavorable^  celui 
où  tous  les  coëfficiens  de  •  l'équation  seront 
négatifs  et  égaux  ;  c'est*àrdire»  si  au  lieu.de 

:jc™+Aj?'"-*+B:r"'""*. .  .+N=o, 

on  avait  jî'"—'S*'""""-~S«"'^*.  .  .Sa>— S=o, 

S  désignant  le  plus  grand  des  coëfficiens  A, 

B ,  C ,  etc.  Je  donne  à  cette  équation  la  forme 

jr**— S(a;'"-'  +  *"""•  +  a?**-* .  • .  +  i)  =  o , 

d'où  ^"*=aS(ar"^'  +  ^"^^+etc.):=:S^^"~'^ 

Sic*  S 

puis  «*c=:  — — .  —    '■ 

Je  rendrai  le  premier  terme  x^  de  la  propo- 
sée plus  grand  que  le  deuxième  membre,  de 
cette  dernière  équation  ,  qui  représente  la 
.soixime  de  tçus  ses  autres  termes  y  en  faisant 

x"^  = d  ou  1  on  aura  i  =  ■ 

puis  *s=sS+  t  ; 
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c  «st-à-dire ,  .qœ  pour  rendre  le  premier  ternie 
sT  supérieur  à  la  Bommc  de  tous  les  autres , 
il  Êiul  substituer ,  dama  1  eqtxation ,  i  la  place 
èmx  un  nombre  égal  au  plus  graad  coefficient 
augmenté  d'une  unité.  Or  ce  nombre  est  ki 
limite  de  la  plus  grande  racine  positive  de 
1  équation  :  ear  toute  autre  quahtite ,  supé- 
rieure à  ce  nombre^  ne  pourra  pins  faire  chan« 
ger  le  signe  ilu  résultat  de  Téqualion.  Si  les 
racines  de  l'équation  étaient  toutes  négatives , 
leur  limite  serait  — *-  (  S  +  i  )  par  la  même  rai* 
son.  £nfin,  si  elles  étaient  en  partie  positives 
et  en  partie  nég-atives  y  elles  auraient ,  à  plus 
forte  raison^  cette  limite. 

Mais ,  pour  juger  de  la  latitude  de  cette 
limite ,  je  l'applique  à  Téquation 

dont  les  facteurs  sont  (j:4-  ïXa?+N2)(ar  +  5)=o. 
Là  plus  grande  de  ces  trois  racines  est  —  (5), 
et  leur  limite  est  —  (ii  +  i)=t:  — (13).  On 
peut  voir,  par  cet  exemple,  combien  cette 
limite  est  vague,  puisqu'elle  est  quadruple  de 
la  valeur  de  la  plus  grande  racine.         ' 

Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  limite  ,  il  suit 
de  ce  qu'on  vient  de  dire,  i',  qu'une  équa- 
tion d'un  degré  impair  a  nécessairement  line 
raoine  réelle ,  comme  on  Ta  déjà  démontré  : 
car  je  puis  donner  à  x^ ,  dont  l'exposant  ^t 


I 


ûnpair  ^  i^qe  valeur  négative  ou  po^iive  qui 
surpasse  1^  spmii»^  d^  (0143  Iw  «utroè  terme».^ 
quelle  ^\i?  f^t  kuT  val^ qr  ;  je  pui$  dpQç  Iqu^ 
joMr&  obtenir  qot  obaQgQiDçai  dç  sigm  dmiile 
ré^uUgt  dç  rëqnution  ;  il  y  ^ura  donc  une  r$èr 
cine  réelle  :  donc  le  polynonie ,  qui  neconlî^Qt 
que  de9  racine»  }i»^gîpaire«  1  ue  p^ut  àfw  que 
d'un  degré  pair  j  . 

2*^  Toute  équation  d'un  degré  pair,  4fiUtlf 
dernier  terme  est  négatif,  a  nécessairement 
deux  racines  réelles.  Car  si  je  fais  jr=p:o ,  le  ré* 
sultat  de  l'équation  se  réduira  au  dernier  terme, 
il  Sfira  donc  négatif.  Je  puis  ensuite  supposer 
à  X  une  valeur  ijégative  ou  positive,  telle  que 
le  premier  terme  x"^  ,  qu^  son  exposant  rend 
toujours  positif,  soit  plus  grand  que  la  somme 
de  tou5  le8  autres  ,  le  resuftat  sera  dooe  posi* 
tif ,  il  y  aura  donc  changement  de  iîgiie^  il  y 
aura  d'abord  uwi  racima  réelle;  maiji.i'équa^ 
lion  dégagée  de  cette  racine  sera  d'un  degré 
impair;  donc,  par  cette  raison  y  elle  aura;  enoonr 
\m6  racine  réelle  ;  donc  Tinn  équattoa ,  d'ua 
di^gfé  pair,  dont  le  derpier  terme  etit négatif , 
a  au  moins  deux  racines  réeUe«.  > 

8;  Puisque  toute  équation  peut  être  consir 
dérée  comme  ooraposéedei  .dateurs  (xrir-a) 
^X'^b)  (x^r^o)  etc.  «ao  réelles  eu  imagir 
naires  ,  on  peut  composer:  synthéliquement 
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une  équation  de  cette  manière  ;  et  la  combi- 
naison des  racines ,  dans  les  diffërens  coëffi- 
ciens  ,  doit  servir  à  découvrir  les  moyens  de 
décomposer  les  différentes  équations  que  pré* 
sente  l'analyse,  et  qui  ont  toujours  une  ori- 
gine différente  de  celle-ci. 

Si  je  compose  une  équation  seulement  avec  les 
quatre  racines  (xzpà){xzfib)(xzf::c)  (xq=d)r=so, 
j'aurai 

♦=pa  ^x^+ab  \x*^zabc\x  +  abcd' 

-T—  Al  ^.  QQ       f  -1— r»Ay7  f 

^  .      >        •    -     -  >  >=o, 

+  bd 
+  cd 

Je  remarque,  i^.  que  le  deuxième  terme  a 
pour  coefficient  la  somme  de  toutes  les  racines , 
chacune  avec  le  signe  qu'elle  a  dans  son  fac« 
teur ,  ou  avec  un  signe  contraire  à  celui  de 
sa  valeur  ;  que  le  troisième  terme  a  pour  coéffi- 
cieïit  la  somme  des  produits  des  racines  multi- 
pliées deux  à  deux  ;  que  le  quatrième  a  pour 
coefficient  la  somme  des  produits  des  racines 
multipliées  trois-  à  trois,  et  ainsi  de  suite. 
Qu'enfin  le  dernier  terme  qui  n'est  point 
affecté  de  l'inconnue  x ,  et  qui  est  ici  le  cin- 
quième^ e$t  le  produit  de  toutes  les  racines  de 
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l'équation.  On  démontre  que  ces  lois  ont  lieu 
quel  que  soit  le  npoibre  des  racines. 

Je  remarque ,  en  second  lieu ,  que  lorsque 
les  racines  sont  positives  x=a ,  jr=i,  etc. ,  les 
coefficiens  sont  alternativement  négatifs  et 
positifs  ;  c'est-à-dire  I  qu'ils' sont  négatifs  dani 
ceux  où  les  racines  sont  multiples  à  un  degré 
impair ,  et  positifs  dans  ceux  où  elles  sont 
multiples  à  un  degré  pair  :  ce.  qui  doit  être* 
Au  contr aire ,  quand  les  raciQes  sont  toutes 
négatives ,  elles  sont  positives  dans  leur  fac- 
teur {x  +  a){x  +  b) (x  +  c)  et«. ,  ce  qui  rend 
tous  les  produits  des  racines  positifs,  et,  par 
conséquent,  tous  les xoëf&ciens  positifs.  Ainsi 
l'équation  générale  des  racines  ^  toutes  posi- 
tives ,  doit  avoir  cette  forme  : 

j?»  —  Ajr«-»  +B*^*— C«*-3  +  D»*-4—  etc.  ttzo, 

et  celles  des  racines  toutes  négatives , 
«"•  +  A^r"-»  +  B:i?^-*  -4.  Cjp"-'  +  etc.  =0. 

*        »         * 

Cet  ordre  est  interverti  d'abord  par  les  ra- 
cines imaginaires ,  etisuite  lorsque  les  racines 
sont  en  partie  positives  ;  et  en  pairtie  néga-* 
tives.  Il  est  inutile  de  discuter  ces  deux  ca^. 

9.  Mais  il  est  bon  de  remarquer,  que  l'on 
peut  toujours  ramener  une  équation  à  avoir 
toutes  ses  racines ,  du  même  signe ,  ou  toutes 
négatives  ou  toutes  positives.  Car  soit  Féqu^f 


tion  ifii  à  poiir  fadteaf^ 

(ar— 5)(a?  — 2f)(a;+0  (x  +  4)=^oî 
51  je  fais  «  =y  +  6 ,  j^auraî 

les  racines  seront  alors  tout»  négatives.  £u  fài^ 
sant  au  contraire  dr^ty-— 5,  j'aurai 

tes  racines  Sont  alôrâ  toutes  positives. 

Il  suffit ,  conime  on  voit ,  de  faire  x=y+ay 
et  de  prendre  poUf  a  une  taleur  qui  surpasse 
la  pïus  grâhde  racine  positive ,  pour  Tes  avoir 
tôiltés  négatives  où  réciproquement.  On  par- 
viendrait k  ce  but  en  prenant  pour  a  la  limite 
dès  raôineâ  (7);  maïs  elle  â  trop  dfj^atitude, 
le  calcul  des  inéquations  donne  immédiate- 
xnesrt  tine  limité  IrèS'^rdpprtTChée. 

De  la  résolution  des^  équcUions*algébriqu€S  du 
•'  "      "         troisième  degré. 

^    t  t  '  .    M.  -.  •  '• 

îb-  Ii^9èrait^6p  lôtig  de  rapporter  ici  toutes 
les^  tnéthddes  généi^âles  et  particulières  qui  ont 
été  imaginées  poii^r*  parvenir  £1  exprimer  par 
à^  fdt^utes  algébriques  les  valeurs  des  racines 
que  reeèlettt  les  équations  composées-  Aucune 
de  ces  fiWtliôdes  n'a  ptt  franchir  le  quatrième 
degré  ;  tbU4es  ont  abouti  aût  mêmes  Tésultati 
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et  aux  mêmes  inconvëniens.  Je  me  bornerai  à 
exposer  ici  les  deux  méthodes  les  plus  simples, 
qui  sont  en  même  temps  les  plus  anciennes , 
Tune  pour  le  troisième,  et  l'autre  pour  le  qua* 
trième  ,  quoiqu'elles  ne  soient  pas  précisé- 
ment d'après  le  même  mode  de  solution» 

Pour  parvenir  à  leut  solution ,  il  est  nëce»» 
saire  de  leur  donner  une  nouvelle  forme,  dans 
laquelle  le  second  terme  ait  disparu,  et  l'on 
y  parvient  toujours  daias  Téquation  générale 

*'"+A*"*"'*-|-,etc.  =0  en  faisant  Jr==v-^ — , 

m 

et  en  substituant  dans  la  proposée  cette  nou- 
velle valeur  à  la  place  de  x.  Soit  donc  proposé 
de  résoudre  Féquation  du  troisième  degré  dé- 
gagée de  son  second  terme  • 

Ai^  +  B:i:-+-C  =  o. 

« 

Je  commence  par  former  une  équation. de  la 
même  forme ,  dont  je  supposerai  les  racines 
connues  ;  je  fais  jp  =  â+6 ,  d'où  j'ai 

ou...,,  «^  =  a'-fi^+3a*(ii+&)^ 
Puis  mettant  x  pour  (à+tf^  j'ai 

^*— 3aôx — (ï*  — d^»o^ 

équation  de  la  même  forme  qiie  la  proposée.  Si 
je  considère  que  ces  deux  équation^  sont  les^ 
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méihes ,  j!aurai 

B^^Zab,  C  =  — a'-.fc%  d'où  je  tir^ 

fc«  +  C6^~  — =  0, 

équation  qui  ne  contient  plus  que  l'inconnue  tp 
et  qui  peut  se  résoudre  par  la  méthode  du 
second  degré.  J'ai  donc 

* 

puis.,  b  =  ^— lCipV/;VB'  +  îC% 
d'où  la  racine  a;  =  a4-6  devient 


0?  =  V^  — iC  + V^~B^  +  iC\  ... 

Je  n'ai  mis  que  le  signe  supérieur  devant  le 

radical  intérieur  V^^  B^  -+>;  C ,  parce  que  l'on 
a  toujours  la  même  quantité,  soit  que  l'on 
prenne  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur 
de  ces  radicaux. 

Si  je  divisé  maintenant  l'équation  «'  —  3abx 
— a^-— ô^=:=b  par  la  racine  x — a  — &  =  o  qui  . 
y  estcontenue,  j'aurai  pour  quotient, 

a:*  4-  ( a  +  b) x-h  a*  +  ôV — .a^  ==  o  , 
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et  en  mettant  pour  a  et  i  leurs  valeurs 

(j3-:i/Zr3\  y  ■  — 


1 1 .  Ainsi  la  resolution  du  troisième  degré 
m'a  donné  trois  racines  différentes.  Mais  il  faut 
o]>server  maintenant  que  quand  le  radical  inté- 

rieur  V^;^B*  +  ^  C'  est  une  quantité  réelle,  la 
première  racine  qu'on  a  obtenue  (i)  est  réelle, 
et  ces  deux  dernières  sont  imaginaires,  à  cause 

de  {/ — 3  qui  entre  dans  leur  expression.  Ainsi 
dans  ce  cas,  la  proposée  a  une  racine  réelle  et 
deux  imaginaires. 

Mais  lorsque  ce  radical  est  imaginaire,  ce  qui 
a  lieu  toutes  les  fois  que  B  est  négatif,  et  que 
l'on  a  ;^  B^  +  ^  C*  <.  o ,  alors  la  première  valeur 
de  x  a  une  forme  imaginaire,  ainsi  que  les  deux 
dernières  (^)  ;  il  ne  s'ensuit  pas  qije  les  trois 
racines  dé  la  proposée  soient  imaginaires  ;  au 
contraire,  cela  est  impossible,  elle  ne  peut  con- 
tenir qu'une  paire  de  racines  imaginaires  de  la 
forme  x+a+b\/^=Oj  x+a — b^^^^Of 
comme  on  Ta  démontré.  Il  faut  donc  conclure 
que  les  expressions  imaginaires  contenues  dans 
les  valeurs  de  x  se  détruisent  les  unes  par  les 
iuti'es ,  et  que  les  valeurs  de  x  ne  sont  ima- 
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ginaires  qu'en  apparence.  On  commenocira  k 
s'en  convaincre^  si  Ton  fait  attention  que  les 
quantités  imaginaires  qui  sont  dans  4ft  pre* 
mière  valeur  de  x,  sont  par  paires  avec  les 
deux  signes  contraires ,  +  et  —  y  tandis  que 
les  quantitefs  réelles  sont  les  mêmes. 

Pour  obtenir  les  valeurs  réelles  des  racines 
dégagées  des  quantités  imaginaires  qui  leur 
sont  étrangères ,  il  faut  réduire  en  série  l'ex- 
pression des  deux  grands  radicaux  ;  je  fais  pour 

celaiC==/,V^JFTTc*==^\/^^.  J'aurai 
pour  la  première  valeur  de  x  (i) , 


3/    '^a.By'»'^    j.3.3y3       3.3.4.3^4  "^^    • 


.  ,^V/— I  ,    2^*       a.Sj^V— I       î.5.8^ 


•^    V    ♦      3/      '  a.3»/*       a.3.3y5       2.34.^tf4 
où  Ton  voit  que  les  quantités  imaginaires  s'éva* 
nouissent  ;  et  l'on  a  enfin  pour  la  première 
racine , 

^^^Af,^    ^^        ^-5'»^       S.5.8.H.14/  ^ 

•^    V        2.3/*    .  2.3.4.34/4  "T'a.3.4.5.6.3y«      '     *    , 

Si  l'on  réduit  en  séries  également  les  deux 

autres  valeurs  de  x  (2) ,  et  si  l'on  observe  que 

ï/ —  I  X  Vf — 5  =  —  V^3 ,  toutes  les  quantités 
imaginaires  se  détruiront,  et  l'on  aura 

J-'    V       a-^*/*^""  2.3.4.34/4  +  5i.3.4.5.6.3y»^"      '^*''- 
3/rV/3V        2.3.3/»"'"  2.3.4.53/4       2.3.4.5.6.7.3/* 
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La  forme  imaginaire  sous  laquelle  on  obtient 
les  valeurs  deà  racines ,  quand  elles  sont  toutes 
réelles ,  est  remarquable.  On  l'appelle  le  cas 
irréductible.  Le  calcul  des  inéquations,  en  don- 
nant le&  élémens  décomposés  de  ces  fonctions 
imaginaires,  fera  voir  le  principe  d'où  elles 

naissent.  Je  passe  aux  équations  du  quatrième 
degré. 

De  la  résolution  des  équations  du  quatrième 

degré. 

12*  SotT  l'équation  générale  du  quatrième 
degré  dégagée  de  son  second  terme 

rimagîne  cette  équation  formée  de  deux  autres 
équations  du  second  degré 

Leur  produit  donne  la  nouvelle  équation 
+  F    +PP'-f.PQ', 

qui ,  étant  égale  à  la  proposée ,  donne  les  équa- 
tions auxiliaires , 

QQ- ^«Dr*".'^*^-*^^?  r=*"â — a- 


En  substituant  les  valeurs  de  Q  et  Q'  dans  Im, 
dernière  équation  auxiliaij^e^  on  arrive  à  Tëqaa* 
tion  finale 

P'  +  aBP^+(B'~4D)P'— C»=îO, 

équation  du  sixième  degré ,  mais  qui  peut  se 
résoudre  par  la  méthode  du  troisième  ;  elle  est 
par  cpnséqueut  embarrassée  du  cas  irréduc- 
tible quand  toutes  les  racines  sont  réelles.  Oa 
appelle  cette  équation  la  réduite.  La  valeur  de 
P  étant  connue ,  il  n'est  pas  difficile  de  déter- 
xniiier  les  valeurs  des  racines  de  la  proposée. 
Les  deux  facteurs  indétei:minés  x*-|-  P;»:+ Q==o 
et  x' + P'a:+ Q'=  o  donnent  les  formules  y 


lei*'...;p=— ^P±l/^~iP*— IB-    ^ 


aP' 


pour  le  2»'.. .  a?=  +  |P±  \/^  —  jP*— jB~ — , 

dans  lesquelles  il  suffira  de  substituer  les  va- 
leurs de  P  pour  connaître  celles  de  x* 

Il  semblerait  de  cette  solution  que  x  devrait 
avoir  vingt-quatre  valeurs  différentes  ;  car  la* 
réduite  étant  d^  sixième  degré ,  peut  donner, 
six  valeurs  différentes  dei  P  pour  chacune  des 
quatre  valeurs  de  x  :  mais  on  peut  reniarquer 
d'abord  que  dans  la  réduite  P  n'a  que  trois 
valeurs  différentes  qui  sont  prises  chacune  avec 
le  double  signe  ziz.  On  peut  voir  d'après  cela/. 
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fju'êtY  faisant  P  négatif  dans  /le  premier  des 
deux  fa<3téurs^  on  obtient  le  second  et  rëctpro* 
quement  ;  les  vingt  -  quatre  -  valeurs  de  x  se 
réduisent  donc  d'abord  à  douze. 

Je  ne  chercherai  ytàs  à  faire  voir  comment 
les  différentes  valeurs  de  P  ne  donnent  jamais 
pour  JT  que  les  quatre  valeurs  de  lequatiopy 
ni  comment  on  peut  reconnaître  si  les  racines 
sont  réelles  ou  imaginaires.  Ces  discussions  me 
m^eueraient  au-delà  du  but  que  je  me  propose. 
l5.   Je  ne  dirai  rien  de  la  résolution  des 
équations  numériques  ;  elle  ne  présente  que 
des  .méthodes  de  tâtonnemens  circonscrits  par 
des  limites  vagues,  qui ,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  deviennent  incertaines  et  insuffisantes. 
Qu^on  lise  le  Traité  de  la  résolution  des  £qua« 
lions  numériques  de  Lagrange ,  on  verra  que 
là  résolution  des  équations  qui  passent  le  qua- 
trième degré ,   est  absolument  impraticable 
dans  un  grand  nombre  de  cas  par  la  longueur 
excessive  des  calculs  quelle  exige. 

l4»  D'ailleurs  ce  mode  de  solutiûn;:ne  peut 
convenue  qu'aux  équations  qui  ne  contiennent 
plus-  qu'une  seule  inconnue.  Si  l'on  a  deux 
équa:tions  déjà  composées  à  deux  i7ioo>nnues , 
il  faudra  avoir  recours  à  la  méthode  longue  et 
fastidieuse  de  l'élimination ,  qui  conduira /à 
uue  équation  finale  ,  dpnt  le-  degré  pourra 
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être  «gai  au  produit  des  degrés  des  dçvf^  ?qt|a-r 
lions.  Ainsi  je  suppose  qu'on  ait  à  trouver  les 
valeurs  des  inconnues  4;  et  j^f  d'apirès  l^s.deuK 
équations 

or'  +  Aa?^  4-  B«  +  C  =x  o 
«'  +  AV  +  B'af  +  C'::sa 

dans  lesquelles  les  coëfficiens  A,  &,  C,  etc« 
sont  des  fonctions  àe  y^y^  et  j^' ,  onaboutira 
à  une  équation  finale  du  neuvième  degré  ;  mais 
déjà  la  résolution  des  équations  du  oinquiém« 
degré  est  inabordable.  -  -   . 

Ces  deux  équations  ne  peuvent  pas  plus  se 
résoudre  par  les  formules  algébriques^  èoanues 
des  équations  du  troisième  degré,  ^aroe  que 
leurs  expressions  surcomposées  sont  embarras-r 
séesde  fonctions  imaginaires.  .  '  •<  r.  • 
.  Si  l'on  avait,  pour  la  résolution  desiéqua-* 
tions  dû  troisième  degré  et  au->delà  ,  des  for-n 
mules  algébriques,  comme  celle  que  Ton.  a 
pour  la  résolution  des  équations  du  deuxième 
degré  >  il  serait  facile  de  résoudre  les  équalions 
composantes  à  deux  inconnues  séparéou^nt, 
comme  on  peut  le  fair^pawr  les  équalicHiÀdii 
deuxième  degré  ;  e»  considérant  wn^  *df  s  va- 
riables comme  unequaottil^.^fiQtm»  qb  obtiens 
drait ,  à  Taide  de  ces  formules  t,  le  jCQ^rs  des 
valeurs  corrélatives  da»  deux  variabîea .  dwi 
chacune  des  deux  équatioils.  coipposant^s  j  ef 
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les  valeurs  corrélatives,  qui  se  trouverdient  les 
mêmes  dans  les  deux  équations,  détermine- 
raient à  la  fois  les  valeurs  de  x  et  dey. 

C'est-à-dire,  qu'on  parviendrait  aisément  à 
construire  la  courbe  de  chacune  des  deux  équa- 
tions composantes  ;  et  leurs  points  dUntersec- 
tion  détermineraient  les  valeurs  de  x  et  dey  ^ 
communes  aux  deux  équations.  C'est  ce  que 
Ton  fait  dans  le  calcul  des  inéquations. 

En  considérant  l'imperfection  des  méthodes 
connues  de  solution  des  équations,  tant  algér 
briques  €[ue  numériques  ;  leur  impossibilité  de 
s'étendre  au^elà  du  quatrième  degré ,  et  leur 
inutilité  pour  la  résolution  des  équations  à 
plusieurs  inconnues  :  on  peut  dire  que  le  grand 
problême  de  la  résolution  des  équations ,  ou  ^ 
plus  généralement,  que  le  mode  général  de  la 
décomposition  algelirique  est  encore  à  trou- 
ver. On  verra  comment  on  y  peut  parvenir 
par  le  calcul  des  inéquations. 

CHÀPITHE  lï. 

* 

Principes  et  régies  du  calcul  dès  inéquations  : 
du  double  point  de  i^uè  sous  lequel  il  faut 
considérer  les  quantOés  i^gatipés. relative'^ 
ment  €aâ  rapport  d^inéquatton^ 

l5.  Om  a  défini  pliis  haut  le  calcul  des  iné- 
<luations,  le  mode  de  la  décomposition  àlgé^ 
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brique  ;  mais  cette  définition,  en  n'indiquant 
que  le  résultat  général  de  ce  calcul ,  ne  pettt 
rien  apprendre  sur  sa  nature  :  ce  n'est  que  par 
son  application  qu'on  peut  en  acquérir  uixe 
idée  exacte. 

Il  suffit  de  dire  ici  que  par  le  calcul  des  iné- 
quations on  aboutit  à  deux  formules  àlgébrî* 
ques  ,  en  fonctions  des  coè'ffîciens  de  la  pro- 
posée de  la  forme  ^  <p ,  rc  >  y ,  qui  ne  com- 
prennent dans  leur  latitude  qu'une  seule  ra« 
cine  de  l'équation  :  par  les  principes  de  ce 
même  calcul ,  on  fait  disparaître  cette  lati- 
tude,  et  l'on  parvient  à  la  valeur  exacte  de 
la  racine  si  elle  est  commensurable ,  bu  au  de- 
gré d'approximation  que  l'on  désire,  si  elle 
est  incommensurable* 

La. théorie  ,  sur  laquelle  s'appuient  ces  ré- 
sultats^ exige  un  certain  développement.  C  est 
en  analysant  le  mode  de  solution  des  équa«> 
tions  du  troisième  degré,  que  j'en  dévelop- 
perai les  principes  et  les  règles.  Il  sera  néces* 
âaire  d'entrer  dans  des  détails  inutiles  à  la  ré- 
solution pratique  dés  équations  ,  mais:  im- 
portantes pour  l'exposition  de  la  théorie.  La 
résolution  des  ë(|uations  du.quatrième  el  da 
cinquième  degré  servira  à  faire  connaître,  la 
généralité  de  la  méthode ,  et  à  faire  conclure 
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la  formule  gënérafe  pour  la  résolution  desequa^ 
lions  d'un  degré  quelconque» 

Dans  le  calcul  des  inéquations  les  signes 
>>  ou  <;i  tiennent  la  place  du  sigtte-^t::  :  ce 
n'est  que  par  le  dernier  résultat  de  l'opération 
qu'on  aboutit  à  ce  dernier  signe.  Il  en  résulte 
ude  diiËculté  relativement  aux  quantités  iléga« 
tives  qu'il  est  nécessaire  de  résoudre.  Que 
signifient  ces  expressions  x<i  —  a,  a?>-— é, 
auxquelles  on  aboutit  souvent  dans  le  calcul 
des  inéquations  ?  cela  veut-il  dire  que*4'in« 
connue  est  plus  petite  que  la  quantité  a  ^  pour 
le  premier  cas ,  et  plus  grande  quela  quantité 
6,  dans  le  deuxième?  Cette  question  tient  à  celle'* 
ci  ;  peut-on  dire  — 'i<C — ^  j  ou  — 3>  —  a? 
16.  le  considère  l'inéquation  6— 3<6— ^: 
il  est  inconteâ^table  que  si  je  retranche  la  même 
quantité  dans  les  deux  membres  de  cette  iné* 
quation ,  le  premier  devra  continuer  d'être  plus 
grand  que  le  detrtième  J'auHi  donc— 3 <;-*^^  : 
mais,  d'un  autre  côté,  si  j'élève  au  quarré  lé^ 
deux  membres  de  cette  inéquation  ,'>  j'aurai 
9<C4>  ce  qui  est  absurde.  On  pourrait  con- 
clure de  là  que  les  opérations  du  calcul  àés  iné^ 
quations  doivent  conduire  à  des  résultats  con-^ 

r 

trtdictoires  ;  cette  difficulté,  ainii  que^d'àutrés* 

^  se  rencontrent  dans  les.  rapports  d^néqua- 

,  tion  des  quantités  négatives ,  trouveront  leur 

3 
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solution  dans  le  double  point  de  vue  80U3  le* 
quel  il  faut  les  considérer  ;  on  en  conclura  les 
règles  du  calcul  des  inéquations  reUtivement 
à  ces  quantités. 

Une  quantité  quelconque^  cojnsidérée  toute 
seule  y  n'est  ni  négative  ni  positive  ;  elle  ne 
peut  être  appelée  négaiiue  que  par  relation 
à  une.autre,  qui ,  par  rapport  à  cette  dernière  y 
s'appelle  alors  positive.  La  relation  de  négatif 
à  positif  naît  de  la  soustraction.  £n  algèbre 
on  indique  l'opération  de  la  soustraction  à 
faire  par  le  signe  —  ;  ainsi  l'expression  algé- 
brique a  —  ô  se  traduit  en  français  par  :  la 
quantité  b  doit  être  retranchée  de  la  quantité 
a;  jusques-là  point  de  difficulté.. 

17.  Maisque  signifie  cette  expression  «=— a, 
que  donne  souvent  le  résultat  d'une  équation 
simple  ?  Il  est  nécessaire  de  considérer  ici  cette 
quantité  négative  sous  deux  points  de  vue 
différens.  D'abord ,  si  l'on  veut  considérer  le 
signe  —  d'après  le  principe  de  sa  cjréation ,  il 
faudra  conclure  qu'il  exprime  une  soustraction 
à  faire  ;  il  faudra  donc  nécessairement  imagi- 
ner une  quantité  qui  n'a  pas  été  exprimée  dans 
le  problème ,  et  de  laquelle  on  retranche  a , 
autrement  cette  soustraction  serait  absurde, 
en  désignant  cette  quantité  qu'on  peut  appeler 
ineffectii>e  par  y  ;  il  faudra  considérer  que 
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lequatio^  «  = — a  «rt  ^(juivaleute  k  ceUc-ci 
X  =:r  -— ^  a.  y  désigne  une  quantité  quelcon- 
que ^  dont  hi  nature  est  de. n'être  pâs  cfjpri- 
inéé  dans  le  ctloul. 

Pour  faire  mieux  concevoir  ceci,  je  consi- 
dère l'équation  jc  =  (i — a),  le  signets  ne 
tombe  ni  sur  b  tii  sur  a ,  mais  sur  kt  difFé^ 
renée  de  ces  deux  quantités.  Cette  etpresirioii' 
annonce  qu'il  faut  que  je  cofnmence  par  sous- 
traire a  de  ^ ,  de  sorte  que  l'action  du  signe  — ' 
précède  celU  du  signe  =s  ;  et  en  général  l*àc*' 
tion  d^m  signe  sur  un  polynôme  quelconque , 
ne  tombe  que  sur  le  dernier  résultat  de  toutes 
les  opérations  indiquées  dans  ce  polynôme, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  chacune  des  quan- 
tités q\ïû  renferme  ;   tctlle  est  la.  nature  dé 
l'algèbre. 

Si  J=220,  Téquation  deTÎènt  jp=(o— a);  éh 

continuant  toujours  la  même  considération , 

le  signe  œ=  gouverne  encoiie  le  résultat  dés 

opérations  à  faire  dans  le  pdlynome(o-^d)'i 

il  gouyeme  donc  lé  reste  d'une  soustraction J 

La  conséquence  nécessaire  qtiî  en  résulte ,  cVsf 

que  l'équation  équivaut  à  jpî=(f— iô).  Cette 

conséquence  peut  être  regardée  conrnie  une 

première  interprétation. 


c 
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De$  quantités  métanégatives  et  pronégatives. 

l8-  Ce  n'est  pas  ainsi  qu'on  interprète  les 
résultats  négatifs,  que  donnent  les  équations^ 
et  je  suis  loin  de  prétendre  qu'il  faille  se  bor- 
ner à  les  interpréter  ainsi  \  car  sous  ce  pre- 
mier point  de  vue ,  la  valeur  de  l'incontotue 
n'exprime  qu'une  quantité  ineffective.  Quand 
0|i  obtient  pour  «  une  yaleur  négative  ^  on  en 
conclut  tout  simplement  qu'il  faut  prendre 
cette  quantité  dans  un  sens  opposé  à  celui 
qu'où  lui  attribuait  dans  les  données. du  pro- 

Voici  en  quoi  cette  deuxième  manièred'in- 
terpréter  la  valeur  lïégative  diffère  de  la  pre- 
i)C|ière  :  on  fait  tomber  directement  l'action 
du  signe  r=  sur  la  quantité  a  ;  et  ce  n'est 
qu'après  qu'on  considère  et  qu'on  interprète 
le  .signe  — <•  qui  l'affecte.  De  sorte  que  TégaUté 
entre  x'  et  a  est  prononcée  antérieurement  et 
indépendamment  du  signe  — .  Dans,  la  pre- 
n;iière,  au  contraire ,  on  suit  l'ordre. naturel 
dans  l'action  successive  des  signes  algébriques , 
ce  n'est  que  conséquemment  à  l'action  du 
signe  —  qu'on  prononce  l'égalité  entre  x  et 
le  deuxième  nombre  de  l'équation  ;  sa  valeur 
est  prise  dans  le  sens  qu'on  lui  attribuait  dans 
la  question  à  résoudre  ;  mais  cette  valeur  n'est 
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,que  le  reste  de. la  soturtraction  f'-^ai  c'eaft»* 
à-dire ,  qu'elle  est  ineffectiye.  rezfirknertt 
l'équatioa  ii^ative ,  considérée  sous  ce  der- 
nier ppint  de  yqe ,  de  o^ttç  ma&ière  ^=3(1-^1)9 
et  j's^ppçlierai  pronàgaiiueM  quantité  [r^a)\ 
c'ést-à-dire ,  négqtiue  ayant*  Sous  l'autre  point 
,de  vue  je  l'exprimerai  par  x:^ — (a) ,  et  j'ap- 
pellerai la  quantité  --^  (^  méfi^négatiye  i  c'est- 
àrdire  ,  n^gatiife  après. 

Pour,  rendre  sensible  çettedistinctii^n.par 
un  exemple»|e  l'applique  au  problème  suivant: 

PROBLEME» 

Quatre Jqj^fiurs  se  sont  mis ^aiu  jeu  ;  le. gain 
Au  premier  et- le  ^  du  ^oin  dé  celui  des  tmie 
autres  =;=  a5.*,  le  gain  du  deuxième  etle\  du 
gain  des  troisiautres  '=sb.iJ!^  ; . ie  gain  du  troi- 
sième et  le  \^.dugain  des4reis  autres  =s3  ; /r 
gain  du  ^atrième  ^t  la  ^  moitié  du  gain  des 
trais  a^t^^.pflx.  On  demande  çuel  est  le  gain 
de  chacun  ?^  .        .  , 

En, app^ant  x^^y^  4i  u^  ceis  quatre  incppj- 
nues ,  on  tmuvera  par.  les.  iscgles  ^connues  de 
l'algèbre,  ,  i;v  :  ,> 

«n9«^4t  y.  Si  je  considère  Jd'^dK>^rd  les  deux 
y  =12  /  dernières  v^euirsc^mme  proB^gs^ 
je::p:*.~  ^  /  tives,  il  sera  nécessaire  que.  je  les  ra« 
U;  =:?««•  6  Vmènerà.  cette  expr^e^sion ,  z  =3  r  -^  a 
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«t  t/taB#«-^3.  Lft  quantité  itieff«ctît«  v  pourra 
évre  eôMidërée  èlpHxviaiit  la  ttn^é  de  chaque 
joûetli^.  Il  fsudrti  que  j«  traduis  àin^i  }ès  resul- 
4Àts  de  Tëquàiidii  :  le* premier  a  ^a  mise  +^4; 
le^leutièioie  â  M  Ë^iW  +  Yd  ^  1«  troidième  a  sa 
'mide  --•  ^  ;  le  quatrtéttie  a  sa  miàe  -^6. 

Si  je  prôttonec ',  an  tîôhtraire ,  régalité  entre 
»,\y,  É^^û  îèV  le»' 6éWbre«  qui  Bôtit  *datis  le 
deuxième  membre  de  chaque  ^quatiûti ,  avant 
d'avoir  ëgard  à  \èài  ôigue ,  je  traduirai  ainsi 
Ifer-ioltttioh  ix-^^àHiléè  de^gdin^^y^iti  uni- 
tés de  gain ,  z=;?  unjitfis  duperie ,  i/=6  unités 
de  perte ^ 

-  Oïl'  peuivVOîi<qnô  \l»iis  le»  éqtiutîôttà  pro- 
titégative»  »  îaa  (*>*•  o  )  I  îjB  «tgne  ^—  '©st  »ûe  espèce 
éepr&positiontA^htt^^û  qui  indiqUetîne  ope- 
ratioû  à  (air«  ;  àù  iieu  que  dan^  leis  équations 
thëtanégâtive» ^  eomme  daM  cederÀiër  point 
de  vue ,  le  «îgA^  ^  '«t  ti  ne  espèce  dW/^rt^ 
algébrique  qui  «aiMk^^t^rtse  là  *  quantité  quil 
affecte.  De  sorte  que  la  quantité  nëgafîVe  n'est 
plus'tine  quantité  à  »ouêtrairé\  è'ést  Utoé  quan* 
tité  qui  ^  )a  q^mlitéd'é«t^  prisé^ dané^  tta  senit 
contraire  de  celle  qui  est  positive.        * 

€W  dé  ôettelâerhière  matiiè^è  qu'on  éonsi- 

dère  les  quantités' iMgktiveê  \  mais  cette  coq« 
sîdéf^tiott  es*  ^ne  '  ^ritable  interprétation. 
C'est  une  opératidti  que  Ton  'p^sse  en^uelque 
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sorte  sous  silence ,  mais  qu'on  ne  £ût  pas 
moins;  cette  distinction  serait  inutile,  et  même 
futile  5  si  Ton  n'arait  égard  qu'aux  équations  : 
c'est  le  rapport  d'inéquation  qui  la  rend  né* 


19.  J'appelle  cette  opération  i?^ctoo<t0ii , 

parce  qu'on  applique  le  signe  d'égalité  ou  d'iné- 

quation  à  une  valeur  effective*  Alors  il  faut  cou* 

sidérer  qu'il  n'y  a  ni  le  signe  +  ni  le  signe  «-«9 

interposé  entre  le  signe  =s  et  la  quantité  ;  ce 

n'est  que  le  rapport  d'égalité  entre  x  et  cette 

quantité  que  l'on  considère  :  de  sorte  que  dans 

ce  premier  temps  elle  n'est  ni  positive  ni  néga* 

tîve ,  et  ce  n  est  qu'après  qu'on  considère  cette 

relation. 

On  va  reconnaître  la  nécessité  de  la  distinc*' 
tion  des  quan  ti  téspronéga  ti  ves  et  métanéga  tives 
dans  son  application  aux  rapports  d'inéqua- 
tion. Je  reprends  l'iiiiéquatioa  '~3< — 2 ,  (16)  : 
elle  ne  peut  avoir  poar  origine  que  celle-ci 
II— <-3<Ci — 21  ;  dans  oette  dernière ,  on  compare 
la  différence  de  /»— 3  à  celle  de  n-^^  ;  le  signe 
^'inéquation  ne  tombe  directement  ni  sur  le 
nombre  3  ni  sur  le  nombre  a ,  mais  sur  les 
deux  quantités  qui  exjpriment  chaque  diffé- 
rence ;  ^n  supprimant  n  de  part  et  d'autre  , 
si^e  ne  fais  aucune  effectuation ,  le  signe—* 
affectera  les  dfiux  nombres  3  et  s  avant  le  signe 
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d'iûéquatîoQ  :  je  ne  les  comparerai  eneore 
qu'en  conséquence  du  signe  qui  les  précède  ; 
j'aurai  donc  l'inéquation  pronëgative  (  *—  3  ) 
<[ (•—  1  ) ,  qui  équivaut  à  v  —  3<»— 2,.et 
c'est  sous  ce  point  de  vue  seulement  qu'elle 
est  vraie. 

Maintenant  si  j'effectue  cette  inéquation^  en 
faisant  tomber  son  Isigne  directement' sur  les 
deux  quantités ,  je  vois:  immédiatement  que 
'  j'aurai  l'inéquation  métanégative~(3)>>*-*-(3), 
qui,  étant  traduite  littéralement,  signifie d'a« 
bord  3  est  plus  grand  que  %  ;>  ensui^  ces  dexêx 
nombres  doivent  être  pris  dans ^,un:  sens  ou 
dans  une  direction  négaiipe.  Gomme  la  quan- 
tité est  commune  aux  deux  membres,  on. ne 
la  considère  plusdaos  TinéquatioiQt.et  Von  a 
toiit  simplement  5  >  a. 

20.  £n  général,  si  j'aboutis. à  l'inéquation 
— a<C — i»  j'ai  d'abord  ~- (a)  > —*,(6) ,  puis^ 
en  faisant  disparaître*  le  tfigne  négatif  de  part 
et  d'ai^tre ,  j'ai  a  >  b-;  mais  si  le  premier  mem:* 
bre  est  une  inconnue,  ou  si  j'aboutis  àl'iné* 
quation  a;  <  ~  ft  ;  j'ai  'd'abord  par  Ueffectua- 
tion  i»  >  — •  (  &)•>  que  j'exprtm©  ainsi  : 

A?  =:=—>>  i  ,  ou  simplement  x — >>  i. 

C'est  ainsi  que  j'ex:primerai  les  quasi-valeurs 
négatives  effectuées  ou  métanégatiteâ ,  pour 


X>0   CAXC0X.  ?BM'IVJÉQUA»OirS.  4^ 

designer  que  le  sjgQe  —  n'est  plus  intermé- 
diaire entre  le  signe  'd'inéquation  et  la  quantité 
qu'il  gouverne.  De  ceci  op  peut  conclure  cette 
première  règle  : 

2 1  •  Toute  inéquation  dont  les  deux  termes 
sont  négatifs ,  change  par  son  effectuation  de 
signe  d'inéquation. 

On  peut  observer  que  l'inéquation  — a<C^-& 
devient  a'^b  parla  simple  règle  de  la  transposi* 
tion  ;  mais  il  est  bon  de  remarquer  que  dans  les 
équations,  on  peut  changer  les  signes  dans  les 
deux  mjembres  sans^  détruire  l'égalité  ;  au  lieu 
qu'ici ,  quand  on  fait  cette  opération ,  il  faut 
également  changer  le  signe  d'inéquation.  De  là 
suit  cette  règle.        .  ,      . 

^2.  Le  changement  tiéà  signes  adtXStronnek 
dans  les  deux  m^yr&tëi  ^ùnê  inéquation ,  ne 
peutapoir  lieu  qu'apeè  te'changement  diâ  signe 
d^lnéquaUon.     ^    *'    -^  -  '•  - 

J'appelle  additionnels  les  signes  +  et  — «. 
Ainsi  l'inéquation  b-^c^p  —  q  devient  en 
changeait  les  sîgne^  additionnels  ù^h^q — p. 
"■   Si  je  divise  l'inéquation  'T-^a<— 6pa^— -a, 

j'aurai  d'abord  i  <»— ,  d'où  U  faudra  con- 
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b  . 

dure  I  >  — ,  en  changeant  le  signe  d*înë(£iia— 

tion ,  et  non  pas  i  <—  :  autrement ,  il  en  résul- 

^  a 

terait  l'inëquation  a<6,  dqnt  la  direction 

serait  fausse.  De  là  suit  la  troisième  règle. 

â3.  Si  Port  change  les  signes  additionnels 
du  numérateur  et  du,  dénominateur  d'un  des 
membres  d^une  inéquation ,  il  faudra  changer 
également  le  signe  d^ inéquation. 

Si  j*ai  à  multiplier  lés  deux  inéquations 
— a>>— iet — c>— c? Tune  par  l'autre  :  en 
effectuant  simplement  la  multiplication ,  j'au- 
rai Tinéquation  contradictoire  ac^bd.  Il  faut 
donc  les  effectuer  avant  de  les  multiplier  ;  on 
aura  d'abord  —  (a)  <-—  (6)  t  •*-  (c)  < —  (d) , 
ou  simplement  a<jK^  c<z4^  puis  ac<jbd.  Par 
la  même  Raison  ^  si  l'on  ;^  à  élever  au  quarré 
l'inéquation  r^o^-r^hj^  il  faudra  l'effectuer, 
et  Ton  aura  a*  <<  b^.  De  là  suit  la  quatrième 
règle, 

QUATRIÈME   RÈGLE. 

â4.  Pour,  élever  à  une  puissance  paire  une 
inéquation  dont  les  deux  membres  sont  néffi" 
tifs ,  il  faut  auparavant  l'effectuer  en  chan* 
géant  son  signe  d'inéquation. 


.  On  pourrait  objecter  contre  cette  dernière 
règle ,  qu'elle  peut  conduire  à  des  inéquations 
dont  Ja  direction  ferait  fausse,  lorsque  les 
quantités  que  l'on  multiplie  Ou  qu'on  élèye  au 
quarré  sont  intrinsèquement  négatives  :  par 
exemple,  si  l'oû  avait  rinéquation  a<C6,  et 
que  ces  deux  qntttititéft  fussent  intrinsèque^ 
ment  négatives ,  elles  seraient  eomme  Tiné* 
quation  -^5<— -9;  mais  en  les  élevant  au 
quarré ,  on  aurait  o'<i' ,  qui  équivaudrait  à 
l'inéquation  9<4- 

Mais  il  faut  observer  que  le  calcul  des  iné- 
quations né  surcomposé  point.  Jamais  il  n'élève 
l'inconnue  ou  les  variables  s^y^z^^Mn  degré 
supérieur  à  celui  qu'elles  ont  dans  l'équation 
proposée ,  comme  on  fait  dans  ttk  méthodes 
t^miues  de  Talgèbre  r  toutes  les  opérations  de 
ce  calcul  h 'appartiennent  qu'à  la  décomposi- 
,tioifr,  et  cette  règle  de  àert  qu'à  éclairer  la 
Théorie  d'après  laquelle  elle  a^opère. 

26.  Je  supppse  maintenant  q^e  j*^e  k 
efxtraire  la  racin,e  qu^rrée  de  l'inéquation  9>4' 
comme  les  deux  piembr^es  peuvent  être  sup- 
posés positifs  ou  négatifs  à  leur  >  racine ,  il 
faudra  que  l'on  ait ,  d'après  la  deuxième  règle^ 

^  peu  remarquer  <|u'il  n'y  a  ehatigtnitttt  de 
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signe  dans  la  deuxième  de  ces  deux  inéqua-- 
tions  )  que  parce  que  les  quantités  sont  pro- 
nëgatives.  En  général,  si  je  veux  extraire   la 
racine  dep*  <  q*^ ,  j'aurai 

p<y  et  (— p)>(— gr). 

Donc  ,  si.  j/ahoutis  à  ui^e  inéquation  de  cette 
forme,  a?*  <;  a.,  il  faudra  .que  j 'aye 

a?<V/a  et  *>(^^V^a). 

La  deuxième  de  ces  deux  quasi-valeurs  étant 
pronégatiye,  équivaut  à  :*:=;=  —  <  V^a»  Ces 
deux  quasi-valeurs  répondent  aux  deux  valeur^ 
«==V^a,x==  — V a^  que dpnn;erait réquation 
x*=za  :  les  deux  signes  d'inéquation  rqmr 
placent  le^ajgne  =. 

Si  je  suppose  maintenai^t  que  x  soit  ==y— -ô^ 
j'aurai 


/  >  > 


Si  j'effectue  la  deuxième  de  Ces  quasi-valeurs 
avant  la  transposition,  j'aurai  jr—i=—<v/'o, 
puis  y  ==fr — ^<  VcL\  d'où  l'dn  conclut  de  même 

Cela  posé',  si  j'ai  à  résoudre  Téquation 

ar*  —  A«4-B>0, 
j'^ucaà  .d;abprd.(«  — fA)?>iA»--B.,  rfon 
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.,  .|       ,                 .       ,         f*>ÎA+V/iA*— B. 
1  ai  les  deux  quasi*yaleur3<      ^ , ,      ,  A ;r- 

De  là  résulte  cette  règle  : 

GirQUI&MS  HÈGLB. 

â6.  Zéû  .double  signe  additionnel  zàz  de  la 
résolution  des  inéquations  du  second  degrés  est 
toujours  accompagné  du  double  signe  d^iaé* 
quation. 

Cette  règle  est  en  quelque  sorte  la  base  du 
calcul  des  inéquations  y  parce  qu'on  ramène  la 
résolution  des  équations  de  tous  les  degrés  à 
une  seule  inconnue  ou  à  plusieurs  variables  à 
la  résolutio;n  des  éc^uatîons  du  second  degré. 

27.  On  peut  maintenant  rendre  rsàson  du 
résultat  contradietoire  que  l'on  obtient  en 
élevant  immédiatement  au  quarré  les  deux  ^ 
termes  de  l'inéquation  (—3)  <( — a},. qui  est 
9^4*  Cette  contradiction  vient  de  ce  que  les 
deux  quantités  dont  on  compare  les  quarrés 
dans. cette  dernière  inéquation ,  ne  sont  pas 
les  mêmes  que  celle  qu'on  compare  dans  l'iné- 
qusition  pronégative  ( —  3 )  <  ( —  a ).  Celle-ci 
ne.  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elle. e^t  con- 
sidérée comme  k— 3<y — a  :  alors  la  com- 
paraison tombe  sur -les  différences  de  r-— 3 
etde  K— pj^  oui  sont  deux: quanti4ës«ine£fe4i-r 


\ 
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tires  :  ani  lieu  quç  dans  l'inéquation  contra* 
dictoire  9  >  4  »  ^H^  tombe  sur  les  quarrës  des 
deux  nombres  effectifs  3  et  a . 

98.  On  distingue  deux  espèces  d^inéqua- 
tions  :  i*".  Celles  qui  renferment  Tinconnue^  et 
qui  servent  à  déterminer  sa  quasi  -  valeur  ; 
a*,  celles  qui  ne  renferment  que  des  quantités 
toutes  connues,  et  qui  sert  à  exprimer  la  direc- 
tion d'inéquation  qui  résulte  de  la  relation  des 
coêfficiens  de  l'équation ,  comme  par  exemple 
Tinéquation  A* — 4'^>  ^  exprime  la  direction 
de  la  relation  des  coeffîciens  de  l'équation  géné- 
rale du  second  degré,  4?*  +  Ari?+B=iô,  Ces 
espèces  d'inéquations  correspondent  aux  équa- 
tions identiques  on  aux  équations  de  condi- 
tion qui  se  présentent  dans  Tanalyse. 

€es  espèces  d'inéquations  se  présentent  assez 
souvent  sous  cette  forme  «>-  — ^,  comme 
i>( — a);  on  peut  les  appeler  inéquations 
positipo-négatipes.  Elles  ne  peuvent  pas  s'effec- 
tuer comme  quand  les  deux  membres  ^nt 
également  négatifs  — 1>  —  a.  Cette  dernière 
devient  par  Teffectuation  i  <9-  Mais  il  n^en  est 
pas  de  même  de  i  >  ( —  i) ,  la  quantité  quf  est 
dans  le  premier  membre  se  compati  dans  le 
second  avec  une  quantité  ineffective,  qui  est 
le  reste  de  v*— 2.  £n  voulant  l'effectuer,  on 
aurait  encore  une  inéquation  posîtivo-nagat- 
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tive  -<—  I  <  2  ;  lefi  quantités  négatives  dans  cet 
sortes  d'inéquations  restent  donc  pron^ativeSt 
à.  moins  que  par  la  nature  du  ra|^K>rt  que  1  on 
considère ,  on  doive  considérer  le  signe  négatif 
comme  étranger  à  ce  rapport. 

29.  Pour  prouver  que  l'on  ne  peut  pas  avoir 
Finéquation  i  >— a ,  on  fait  cette  proportion  , 
i:  —  !2::— «!):4;  et  l'on  fs^it  ce  raisonnement  : 
si  le  premier  antécédent  est  plus  grand  que 
son  conséquent  — a  dans  la  première  raison , 
il  faudra  que  le  second  antécédent  —a  soit 
aussi  plus  grand  que  son  conséquent  ;  or ,  la 
quantité  positive  4  donne  un  second  rapport 
qui  serait  en  contradiction  avec  le  premier , 
d'où  I'qu  conclut  que  ces  espèces  d'inéquations 
ne  peuvent  pas  avoir  lieu  f  et  ne  sont ,  selon 
l'expression  de  Caruot ,  que  des  symboles  algé* 
briques. 

Cette  difficulté  et  d'autres  de  cette  espèce 

proviennent  de  ce  que  dans  les  inéquations 

positivo-négatives ,  on  nç  distingue  pas  les  cas 

où  la  quantité  est  considérée  ^conséquemment 

à  son  signe  négatif,  et  par  conséquent  comme 

pronégattve ,  d'avec  les  cas  où  Je  signe  négatif 

est  étraliger.  au  rapport  d'inéquation  que  l'on 

considère,  et  où  par  ooiiséquent  ia  quantité 

est  met anégative.  Pour  apprendre  ^  les  distin  ^ 

guer ,  il  est  nécessaire  d'analyser  la  nature  du 
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rapport  d'inéquation ,  et  de*  déterminer  coni-- 
metit  les  différent  signes  ^  algébriques  gou- 
vernent les  quantités  négatives. 

3o.  Les  diffère ns  rapports  sous  lesquels  on 
considère  les  quantités  liaidsçnt  du  principe  de 
leur  formation,  et  en  remontant  jusques-là, 
j'observe  que  la  formation' des  nombres ,  et^o 
général  des  quantités ,  se  ramène  à  ces  deux 
modes  de  composition ,  V'addithn  et  la  multi^ 
plication  /  et'  leur  décomposition  aux  deus 
modes  correspondans ,  la  soustraction  et  la 
dipision  ou  la  démultiplication.  L'addition  et 
la  soustraction  appartieffment  généralement  au 
mode  additionnel.  La  multiplication  et  la  dé- 
multiplication au  mode  multiple.  Ces*  d^ux 
modes  sont  en  quelque  sorte  leS  deux  prtots 
sur  lesquels^  roulent  toutes  l6s  opérations. des 
mathématiques. 

G'eSt  d'après  ces  deux  modes  généraux  que 
se  déterminent  les  rapports  dés  quantités.  De 
là  le  rapport  que  j'appelle  additionnel  et  le 
rapport  que  j'appelle  multiple^  comme  le  dé- 
signe^leur  expression  algébrique ,  qui ,  .pour  le 
premier,  est  aia^d,  et  potir  le  second,  a  :  aq.. 
Cette  dénomination  expri(ne  la  nature  de  ces 
rapports,  âa  le  principe  d'qù  ils  émanent.  Dé 
là  on  a  lès  proportions  additionnelles  et-lës 
proportions  mnltiples^i^h^  aptot  proportion  dé- 
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«igné  égalité  de  rapport.  )  De  là  on  a  encore 
les  progressions  additionnelles  et  les  progrès-- 
sions  multiples, 

3l*  Cela  posé,  je  considère  les  deux  pro^ 
gressions  décroissantes ,  la  première  addition- 
nelle, et  la  deuxième  multiple. 

4,  3,  ii,  I,  o, —1,-2,— 3,^4,  etc. 
i6,  8,  4,  2,  I,       xy  l^ly-h^  ®*^- 

Tous  les  termes  de  la  première  suite  ju^ 
qu'à  o ,  sont  des  restes  de  soustractions  effec- 
tuées. Si  Ton  considère  que  les  termes  qui 
suivent  o ,  continuer^  h  décroître  d'après  le 
même  mode ,  ou  si  Ton  considère  que  la  pro- 
gression additionnelle  continue  après  o,  il  faut 
nécessairement  que  l'on  suppose  une  quantité 
ineffective  de  laquelle  on  continue  à  sous- 
traire, autrement  la  continuation  de  la  pro- 
gression serait  absurde.  Par  conséquent  les 
termes  qui  suivent  zéro,  sont  pronégatifs,  leur 
valeur  est  ineiïective ,  et  ils  équivalent  k  r  —  i , 
p  — 2  ,  V —  3,  etc. 

Il  est  clair  maintenant  que  chaque  terme  de 
ces  deux  suites  est  toujours  plus  grand  que 
celui  qui  le  suit  ;  on  a  donc  également 

4>3>2>i>o>(-i)X-2)X-3)X-T.4),  ^ic. 
i6>8>4>ii>i>i>i>i>-i^,  etc. 

^is  le  rapport  d'inéquation  des  termes  de  la 

4 
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première  suite  n'est  pas  le  même  que  celui  des 
termes  de  la  seconde ,  quoiqu'il  soit  exprime' 
en  algèbre  par  le  même  signe  > ,  et  en  français 
par  le  mot  plus  grand.  Le  premier  appartient 
au  mode  additionnel ,  et  le  second ,  an  mode 
multiple. 

Des  rapports  d'inéquation  additionnels  et 

multiples. 

32.  Il  faut  distinguer  donc  deux  rapports 
d'inéquation;^  savoir  :  i^.  le  rapport  d'inéquation 
additionnel;  Q^.  le  rapport  d'inéquation  mul- 
tiple. Ainsi  rinëquati($n  additionnelle  a^b 
ëquivautàa=A+^;rinéquationmultipIejp>jr 
équivaut  à  p-=,q^z.  Dans  le  calcul  des  iné- 
quations, c'est  toujours  le  rapport  additionnel 
que  Ton  considère^  Ainsi  l'inéquation  x  <ia 
équivaut  à  x-^^a^^z  ^  ^  est  une  inconnue 
qu'on  n'exprime  pas  dans  le  calcul  des  iné* 
quations ,  et  qu'on  vient  néanmoins  à  bout  de 
faire  disparaître ,  et  l'on  a  alors  la  valeur  de 
la  racine. 

Cette  différence  d'inéquation  s^exprime  dans 
le  langage  quand  on  fait  mention  de  la  valeur 
de  l'inéquation.  Ainsi  l'on  dit  12  plus  grand 
que  3 ,  sans  spécifier  la  nature  de  ce  rapport  ; 
mais  l'on  di 1 1  a  plus  grand  que  3  de  neaf^  pour  ; 
exprimer  le  rapport  d'inéquation  addîtioaoeli  j 
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éïiix  quatre  fais  plus  grcmd  que  3,  pour  plpri* 
iùer  le  rapport  d*iiiëq«ation  kiiuitipte.  -  ^  -- 

Maintenant  si  j^  oompa^re  >t  '^vec  ^^  a  ^  et  a^ 

je  considère  en  même  temps  que  ie  sigiirf*^ 

gouTerrïe  la  quantité  a  arv9nt'Ie«agneidjoet|i(iai 

tiott ,  il  s'^ènsuivra  que  je-  comparerai  la  rtpre^ 

mière  quantité  avec  la  deuxi)èaie,;'eii;y€jnCii 

d'une  soustraetioo  que  le^igoie  -— indiqua;  il 

sen&uivra  que  ritiéqualion .  i.>{ — a)  esAaAÂH 

tionnelle  :  mais  si  je  Yeux  ila /considérer-diiu# 

te  rapport  multiple ,  ee  nouveau  rapport  étant 

étranger  au  signe  soDStractif  .ft^  qui  aprëoède 

la  quantité  —  2  ,  il  faudra  que  je  la  considère 

cammetnëtanégatiTe.»  et  j'attraiâ-<'^,^.  Dans 

ce  eas  s  l'inéquation  étant  en.  <xmsét}u^)ce  du 

rapport  ii^ultiple ,  son  BÎgfie  doit  gouyem»!^ 

immédialieinent  les  quatrtiteB  f .  el  n ,  tt^.ùtm'tst 

qu'aiprès  qu'on  doit  oonstdér»  4e. signe  -^ >dd 

là  qu;anti  té  ^.  >  , .,    ;  îv 

Dans  le  rapport  d'in^qi^tiofl  additi^fifuel  < 

est  plus  geand  que  (—^) -de  trois»  Dansierap^. 

port  d'iné({uaiioki  «nul tiple  t  eAtplus.peiit<|Ui^ 

"^(â),  ii  tu^enest  quela  iKfe&itië.         />  ^       î\ 

33.  Je  viens  maintenant'tà.ltipropor&mt:^^ 

dessus  (45)  1:  —  j:: — %^{\^A\iprM  laquelle 

on  prétend  prouver  que'l'où>i»'Q(  pas  ^jiw^M's^ 

On  bien  «cette  iiM^ifuaticm  ap|)aTttent  au  mode 

Additionn^^l  ^  ou  bien  ^eappoutieiïtlau  Moîcie 
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multiple  :  dans  le  premier  cas,  le  rapport  de  i 
à  -^  2  étant  additionnel ,  ne  peut  se  comparer 
pour  faire  une  proportion  qu'à  un  autre  rap-» 
port  additionnel  qui  lui  soit  égal.  J'aurai  donc 
la  proportion  additionnelle  i.( — 13:(—- a).( — 5). 
Dans  ce  cas,  j'ai  i>( — 2)  comme  ( — ^a)>( — 5)  ; 
ainsi  il  n'y  a  pas  de  difficulté. 
^    Si  l'inéquation  1  >  —  a  appartient  au  mode 
multiple ,  le  second  membre  sera  métanégatif , 
et  l'on  aura  alors  i  < — (2)  comme  —  (a)<4. 
Le  signe  -^  ne  gouverne  alors  la  quantité  a 
qu'après  la  considération  du  rapport  dHné-* 
quation. 

34.  Pour  rendre  sensible  ce  que  je  viens  de 
dire  par  des  exemples,  je  l'applique  au  pro- 
blème des  joueurs  ci-dessus  (37).  Si  je  compare 
les  gains  et  les  pertes  sous  le  rapport  multiple  ^ 
je  dirai  :  i"*.  Le  gain  du  premier  ==^(^4)  est 
plus  grand  que  le  gain  dû  second .z::^{i  2)  ;  2^.  la 
perte  du  troisième  =  —  (2)  est  plus  petite  que 
la  perte  du  quatrième  =— ^(6)  ;  3'.  le  gain  du 
premier  est  plus  grand  que  la  perte  du  der^ 
nier  ^  4^.  le  gain  du  second  est  double  de  la 
perte  du  dernier,  etc^ 

Dans  toutes  ces  expressions ,  l^s  niots  plus 
grand ,  plus  petit ,  ne ,  tombent  que  sur  des 
nombres  abstraits ,  indépendamment  de  la 
relation  de  perte  au  gain,  ou  indépenda^mment 
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des  signes  +  ou  —  qui  expriment  cette  rela«- 
tion ,  et  qui  ne  se  consid^nt  qu'après  le  rap« 
port  d'inéquation. 

Mais  si  je  veux  que  le  rapport  d'inéquation 
soit  conséquent  à  la  relation  de  ria  perte  au 
gain  ^  ou  aux  signes  additionnels  H-  et  — • ,  il 
faudra  que  j'employe  d'autres  expressions.  Je 
dirai ,  par  exemple ,  ce  qui  reste  au  troisième 
joueur  (—3)  est  plus  grand  que  ce  qui  reste 
au  quatrième  =( — 6)  ou  ( — 2)>( — 6)i  et 
ainsi  des  autres. 

Quand  je  compare  alors*  le  plus  grand  gain 
avec  la  plus  grande  perte  ,  sous  ce  rapport 
d'inéquation  ,  j'ai  l'inéquation  additionnelle 
a4>  ("-^6)  ,  qui  équivaut  k  l'équation  rx/^zxz 
•— 6+J8:.  Si  je  considère  la  même  inéquation 
dans  le  mode  multiple,  le  signe  >  tombant 
alors  directement  sur  le  nombre  6,  l'inéqua- 
tion 54>  —  (6)  signifierait  que  5i4  est  plus 
grand  que  6 ,  un  certain  nombre  de  fois  ;  elle 
équivaudrait  à  l'inéquation  24  =  —  (6)xz. 
Bans  ce  cas-ci  z  serait  =  4-  On  voit  évidem« 
ment  que  ces  deux  rapports  ne  sont  pas  les 
mêmes ,  et  qu'ils  ne  doivent  pas  être  confon- 
dus :  et  l'on  voit ,  en  même  temps ,  que  c'est 
«eus  ce  dernier  rapport  qu'on  doit  considérer 
l'inéquation  i  >  —  a  dans  la  proporti<m  ci- 
dessus.  ; 


c 
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Bare  jllement  9  :  oa  démontre,  en  géométrie 
que  la  perpendiculaire ,  abaUsee  sur  le  dim-^ 
mètre  du  cercle ,  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  segmens.  Ce  théorème 
s'applique  indifféremment  aux  deux  perpen- 
diculaires ,  menées  d'un  même  point  du  diar- 
mètre  à  la  circonférence  ;  ou  à  chacune  des 
deux  ordonnées ,  appartenant  au  même  point  : 
cependant  l'une  de  ces  coordonnées  est  néga- 
tive par  rapport  à  l'autre  :  et,  par  rapport  à 
cette  dernière,  on  peut  faire  une  proportion  qui 

a  la  même  forme  4U(e. celle  de  \  :— -a::---a  :4; 

• 

mais  dans  la  syntbèsfe  on  ne  considère  point 
la  qualité  négative  dans  ce  rapport  multiple. 

V$x  le  résultat:  de  l'analyse ,  on  aboutit  à 
VècçtkkXhoti  y^=^dtL  V  a*  — ar%'la  deuxième  va- 
leui*  est  d'abord  immédiatement  pronégative  ; 
Tirais  ^i  l'on  Veut  la  traduire  en  une  proportion 
taUltiple  ,  on  l'effectue  ,  en  considérant  sa 
^propriété  d'être  négative,  comme  une  qualité 
dont  ^on  fait  abstraction  pout*  le  rapport  que 
i'on  veut  considéx^er  ;  et  on  fait  -alors  la  pro- 
|K)rtion  comme  oti  la  fait  quand  on  commence 
|>ar  la  synthèse^' 

Il  faut  considérer  que  les  résultats  de  l'ana- 
lyse donnent  généralement  tous  les  points 
de  vue  sous  lesquels  on  peut  considérer  Tin- 
connue  ;  mais  dans  la  synthèse  on  ne  oonsir 
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dère  quTun  seul  rapport  à  la  fom.  Dans  cet 
exemple ,  quand  on  considère  la  double  ordon* 
née  au  cercle,  sous  le  point  de  vue qu Vile  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  se^g- 
mens  faits  sur  ]e  diamètre ,  on  n*a  pas  égard  si 
elle  est  prise  positivement  ou  négativement  ; 
et  quand  on  s'occupe  de  ce  dernier  point  de 
vue,  on  ne  s'occupe  pas  de  l'autre. 

£n  général ,  dans  la  synthèse  on  ne  oonsi* 
dère  que  successivement  les  différentes  rela^- 
tions  j  dont  les  quantités  sont  susceptibles  ;  et 
les  résultats  de  l'analyse  présentent,  à  la  fois, 
ees  différentes  relations. 

35.  Je  reprends  la  série  additionnelle  ci«» 
dessus  (5i). 

•  ..4>i3>2>l>0>— i>— 1>— 3>— 4€tc. 

qui  ne  continue  de  décroître  au-delà  de  zéro, 
<}ue  parce  que  les  termes  qui  suivent  sont  pro- 
négatifs ,  et  que  le  signe  d'inéquation  tombe 
sur  le  reste  ineffe,ctif  d'une  soustraction  indi« . 
quée. 

Si  l'on  veut,  maintenant ,  que  la  série  ne 
soit  composée  que  de  termes  effectifs,  il  fau* 
dra  nécessairement  qu'elle  s'arrête  à  zéro  j  les 
termes  qui  suivent  seront  métanégatifs  ;  leur 
5igne  d'inéquation  changera  d'après  la  pre- 
ï^ière  règle  :  il  en  résultera  unq  autriç  série. 
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<pii  sera  la  même  que  la  première ,  à  Texcep- 
tion  qu'elle  sera  croissante,  en  faisant  abstrac- 
tion du  signe  — -  ;  ainsi  elle  se  partagera  en 
suites  opposées , 

. .  .4>3>2>i>o<-(iK-W<-(3)<— (4)  etc. 

OU  bien  (20).  ..o — <i — <2 — <5 — <;4  ^*c- 

36.  Supposons,  maintenant,  que  l'on  di* 
vise  une  quantité  quelconque  ,  a  ou  l'unité 
par  la  série  additionnelle  ci-dessus ,  prolongée 
au-delà  de  zéro  ;  en  la  considérant  toujours 
décroissante  au-delà  de  ce  terme ,  les  quotiens 
iront  donc  toujours  en  croissant  :  on  aura  donc 

I  ^i     I  ^î     I   ^    1  1     ^1 

•  •  •4<3<;<7<ô<Fr)<(=r)<ê3)  ^"'- 

Dans  cette  série,  la  première  partie  jusqu'à 

-  ne  fait  pas  de  difficulté  ;  mais  en  continuantla 
o 

série'  au-delà^  il  en  résulte  une  absurdité  ;  car 

çn  com  parant  -  avec  r .  on  a  a  une  part 

o  (—2)' 

-  <;  -: •  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on 

o      (—2) 

a  dit  ci-dessus  ;  car  on  tire  de  là  —  a  <  1 , 

6— 2<6-f  1. 

Mais  si  au  lieu  de r  on  prend ex- 

(— ^)  a 

pression  qui  se  cçnfond  avec  la  première  dans 
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le  stile  algébrique ,  j'aurai  7  <  —  7  :  ce  qui  est 
absurde  et  contradictoire  avec  —  3  <  i . 

Pour  résoudre  cette  difficulté  9  il  faut  con- 
sidérer que  la  première  partie  ,  composée  de 
quantités  positives  j?  7 »  î  etc. ,  est  une  série 
qui  appartient  au  système  multiple;  c'est  une 
suite  de  quotiens  que  l'on  compare  et  non  une 
suite  de  différence  ;  or  une  série  multiple  ne 
passe  jamais  de  positif  à  négatif  :  c'est  Topé- 
ration  soustractive  qui  appartient  au  mode 
additionnel  qui  fait^passer  de  l'une  à  l'autre, 
ïe  prends ,  pour  exemple ,  la  série  la  plus 
simple,  appartenant  au  mode  multiple, 

»...i6,  8,  4,  2,  1,  i  J;,  7^  etc. 

• 

Elle  a  pour  limite  dans  la  direction  décrois- 
sante o,  à  laquelle  elle  ne  peut  pas  parvenir,  et 
pour  limite  opposée  ^.  Toutes  les  séries  mul- 
tiples ne  diffèrent  de  celle-là  que  parce  que 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  suivent 
des  lois  différentes  :  d'où  résulte  une  suite  de 
quotiens  qui  forment ,  par  leur  nature ,  une 
série  dans  l'ordre  multiple  ;  et  leur  rapport 
d'inéquation  n'appartient  également  qu'à  l'or- 
dre multiple. 

Par  conséquent ,  la  série  ci-dessus  se  termine 
à  la  limite  7,  et  les  termes  qui  suivent  appaB-> 
tiennent  à  une  autre  série  prise  dans  un  sens 
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• 

opposé  ;  c'est-à-dire ,  que  la  série  des  dénomi- 
nateurs est  métanégative ,  et ,  par  conséquent  ^ 
en  considérant  les  termes  qui  sont  au  -  delà 
de  ^  sous  le  rapport  d'inéquation  ,  ils  doivent 
être  considérés  comme  métanégatifs.  Par  con- 
séquent^ la  série  ci-dessus  se  partage  en  deux , 
au  terme  ou  les  dénominateurs  commencent 
à  deyenîr  négatifs  ,  et  Ton  a 

•  •  •  KK?<4<^(i)>-G)>-(T)>-(T)<^t<^- 

On  peut  observer,  i*.  que  la  série  ci^dessus 
lie  conservait  la  même  direction  d'inéquation, 
dans  son  prolongement  au-delà  du  terme  ^  que 
parce  qu'elle  équivaut  à  celle-ci. 


Dans  cette  considération  les  termes  où  se 
trouve  le  signe  —,  en  *  supposant  y  =  o ,  ne 
sont  pas  7,  7  \  etc.  pris  ensuite  négativemetit , 
dans  ce  cas  l'action  du  signe  de  la  division  ne 
tombe  que  sur  les  différencesK— 2,f  — Setc* 
çt  non  pas  sur  les  nombres  !i,  3 ,  etc.  Ce  n-esl 
que  par  leur  effectualion  qu'on  fait  tomber  son 
^tion  immédiatement  sur  ces  nombres  ;  ce 
n'est  donc  qu'en  les  rendant  métanégatifs.  Il 
faut  donc  que  le  signe  d'inéquation  change , 
^  il  en  résulte  une  autre  série  semblable  à  la 
première  ;  mais  qui  croit  dans  un  sens  opposée 


-/ 
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37 •  On  peut  observer  en  second  lieu,  que 
la  limite  de  la  première  de  ces  deux  séries  |  est 
immédiatement  continué'  à  la  limite  — *(|)  de 
la  série  suivante  qui  lui  est  opposée.  On  voit 
alors,  que  les  deux  extrêmes  se  touchent ,  ce 
qui  doit  être.  Il  en  est  de  même  des  deux  tan* 
gentes  qui  ne  diffèrent  que  d'une  quautité  infi- 
niment petite  de  la  tangente  de  Tangle  droit , 
l'une  en-deçà ,  l'autre  au-delà  ;  la  première  est 
un  infiniment  grand  positif,  et  la  seconde,  un 
infiniment  grand  négatif.  L'expression  de  la 

.                  ,         sin.  a  -  \,      , 

tangente  étant ,  est  pour  la  première  ;, 

(/OS.  Cm 

et  pour  la  seconde  ^^  ou  —  ^  ;  la  tangente 
effective  qui  suit  immédiatement  celle  ^,  est 
celle— (i). 

On  voit  maintenant  la  solution  de  la  diffi* 
culte  dont  il  s'agit  :  la  série  devant  s'arrêter  à 
la  limite  | ,  on  n'a  pas  |  <  — ,  mais  l'on  4 
i>  —  (t) »  d'où  —  (3) >  I ,' alors  on  ne  peut 
plus  se  servir  de  l'inéquation  6— a  <6+ 1  pouç 
prouver  le  contraire  ou  o — a<o+ 1  ;  car  dan| 
ce  dernier  cas ,  le  signe  d'inéquation  ne  gou- 
verne pas  2  j  mais  la  différence  o  -~  a  ;  au  lieu 
que  dans  -— (a)>i ,  il  tombe  directement  sur 
les  deux  quantités  a  et  z. 
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Des  logarithmes  des  quantités  négatiçes. 

38.  La  distinction  des  quantités  pronéga- 
tives et  métanégatiyes ,  donne  aussi  la  solution 
de  la  difficulté  que  présentent  les  logarithmes 
des  quantités  négatives. 

Le  logarithme  d'un  nombre  est  l'exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  il  a  fallu  élever  un 
nombre  fixe ,  qu'on  appelle  base  logarith^ 
mique ,  pour  qu'il  en  résulte  le  nombre  pro-* 
posé.  Ainsi  dans  l'équation  c*=y,  x  désigne 
le  logarithme  de^;  et  l'on  a  également  a?  =  Ljr. 
L'expression  io*=j^  est  celle  des  logarithmes 
des  tables ,  parce  qu'on  a  pris  pour  base  le 
nombre  lo. 

Si  j'aboutis  à  une  équation  quelconque 
a«=6|  pour  la  soumettre  au  calcul  logarith- 
mique ,  je  considère  a  comme  une  base  loga-^ 
rithmique  particulière  à  cette  équation  ;  je  la 
ramène  à  la  base  générale  en  faisant  io'=6, 
d'où  l'on  a  a»=io';  puis  La*=Lio*,  d'où 
X  =zha^  puis  l'équation  io*==6  donne  z=L6, 

d'où  z  =  -^.  Par  cette  opération ,  on  exprime 
La 

z  ou  le  logarithme ,  qui  a  pour  base  particu- 
lière la  quantité  a  en  logarithmes,  qui  ont  pour 
base  la  base  g^érale  lo. 

Ainsi ,  on  ramène  par  ce  moyen  toutes  les 
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quantités  exponentielles  à  l'expression  io*==:n^ 
ou  plus  généralement  B'=^,  en  appelant  B 
la  base  quelconque  que  Ton  adopte  pour  y 
ramener  toutes  les  autres  particulières. 

Maintenant  que  signifie  lexpression  âp=Xi— -a? 
elle  naît  de  l'équation  B*=— a.  Or,  si  Ton  con- 
sidère que  la  quantité  négative  -^a  est  le  ré-* 
sultat  de  B*,  et  que  l'on  a  B*=(— a),  cette 
ëquation  est  absurde.  Il  est  impossible  que  la 
base  B,  qui  de  sa  nature  est  positive,  ou  plutôt 
qui  n^est  ni  négative  ni  positive ,  parce  que  ce 
n'est  pas  sous  cette  relation  qu'on  la  consi- 
dère ;  il  est  impossible ,  dis-je  ,  que  cette  base 
élevée  à  une  puissance  x  quelconque ,  puisse 
donner  un  résultat  négatif  eu  conséquence  de 
cette  puissance ,  ou   un  résultat  pronégatif 
(«— 0)-^  d'aà  l'on  conclut  que  le  logarithme 
d'une  quantité  pronégative  L(— a)  est  une 
quantité  imaginaire  ou  impossible. 

3^.  Au  lieu  de  tirer  cette  conséquence ,  je 
considère  que  la  relation  de  négatif  à  positif 
est  étrangère* au  principe  de  la  création  des 
logarithmes ,  et  j'en  conclus  que  dans  l'équa^ 
tion  B*=  -^a  le  signe  négatif  qui  précède  a 
est  étranger  au  résultat  que  peut  donner  B*  ^ 
et  que  par  conséquent  la  quantité  — a  est 
métanégative ,  d'où  l'on  a  ar  =  L — (a) ,  et  non 
{AS  4P=:L(-«-a)  ;  ^.  est-àrdire  que  le  signe  log^r 


rithmiqueLgouverne  iramédiatement  la  quan-* 
titë  a  indépendamment  de  son  signe  négatif , 
ôomme  dans  le  rapport  multiple  i  ;  — (a).  Le 
signe  :  qui  exprime  le  rapport  multiple ,  agit 
immédiatement  sur  le  nombre  2  indépendam* 
ment  de  son  signe. 

Pour  développer  cette  conséquence ,  je  cân» 
sidère  d'abord  qu'une  quantité  exponentielle 
quelconque,  comme  a*=^,  peut  avoir  lieu  avec 
a  intrinsèquement  négatif,  comme  (— •2)^=16; 
je  puis  encore  avoir  ( — a  )^  2:r  -^  8 ,  etc..  Or , 
par  cela  même,  que  je  ramène  toutes  ces  bases 
logarithmiques  particulières  négatives  ou  posî» 
tives  à  la  base  générale  B' ,  qui  est  positive  f 
ou  plutôt  qui  est  étrangère  à  la  relation  de 
positif  à  négatif,  il  est  nécessaire  que  ^  je  fasse 
abstraction  du  signe  négatif  de  ces  bases  par- 
ticulières ,  ou  que  je  ne  le  considère  qu'^rèl* 
Je  ne  puis  considérer  les  deux  quantités  expo-^ 
nentielles  B*  =  a*  que  par  ce  qui  leur  est  com- 
mun ;  il  faut  donc  que  je  fasse  abstraction  dut 
signe  négatif  de  la  base  particulière.  Il  est  4onc 
en  général  tie  la  nature  des  logarithmes  de 
faire  abstraction  du  signe  négatif  de  ti:>utes  les 
bases  particulières  que  Ton  ramène  à  la  base 
générale.  ^  .■     .         -, 

4o.  C'est  aussi  de  cette  manière  qu'on  con-^ 
sidère  les  logarithmes  dans  les  différentes  ope* 
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rations  du  caicul.  le  sappose  d'abord  x*^=a*^ 
j'ai  de  là  L^==Iia;  je  devrais  avoir  Ljt==Ldba. 
Car  si  j 'extrayais  auparavant  la  racine ,  j'aurais 
d'abord  ji;  =  dba,  puis  La:=L=i=a.  En  second 
lieu  ,  si  j'ai  x*=^  —  o*,  la  valeur  est  imagi-* 
naire,  et  j'ai  Ljc=L — a.  Mais  si  j'ai  x'=— a% 
j'aboutirai  de  même  à  Lx  =sL— a ,  quoi<|ue  la 
valeur  de  x  soit  réelle  ;  cette  difficulté  n'aura 
pas  lien  en  faisant  Lx  =^ L— «(a).  On  a  d'abord 
le  logarithme  de  l'inconnue  indépendamment 
de  son  signe ,  et  c'est  tout  ce  que  peut  et  doit 
exprimer  un  logarithme. 

Je  suppose  à  présent  la  base  connue.  Si  j'ai 
par  exemple  ( — a)' =  6.,  en  donnant  4'abord 
différentes  valeurs  k  x,  j'aurai  ( — 31)'  =  —  a, 
(-ay  =  4,  {—2)'=:— 8,  (~a)*  =  i6,  etc. 
En  traitant  cette  équation  par  les  logarithmes^ 

j'aurai  x=g  ,  qmi  donnerait  po«ir  tous 

ces  cas  une  valeur  imaginaire  pour  x,  si  l'on 
avait  égard  au  signe  négatif  de  la  base,  tandis 
qu'elle  serait  paire  pour  tous  les  cas  où  x  serait 
un  nombre  pair,  Q|ie  serait-*eile  pour  tous  iett 
cas  où  ^  serait  un  nombre  incommensurable? 
Il  est  donc  essentiel  que  le  signe  négatif  soit 
étranger  à  la  considération  logarithmique. 

4l.    En  outre,  si  j'ai  B*  =  —  a,  j'aurai 
xcsL— «a ;  mais  en  élevant  lés  deux  membres 
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au  quarré,  on  a  B**=a*,  d'où  ar=:La«  Ainsi 
La  =  L — a,  ce  qui  est  vrai,  parce  que  le  signe 
logarithmique  L  ne  gouverne  absolument  que 
la  quantité  a  indépendamment  de  son  signe , 
et  l'on  a  La  =  L  —  (a).  C'est  ainsi  que  le  rap- 
port multiple  I  :  —  (a)  est  le  même  que  1:2. 

42.  Il  faut  bien  distinguer  la  considération 

'  des  puissances  d'avec  celle  des  logarithmes. 

Quand  j'aboutis  à  l'équation  ^*=— i,  si  la 

considérant  comme  puissance,  je  veux  en  avoir 

la  racine ,  j'ai  x  =  y  —  6/  le  signe  du  radical 
affecte  directement  la  quantité  en  conséquence 
de  son  signe,  parce  que  l'élévation  de  lapuisf- 
sance  est  formée  de  même ,  et  il  faut  que  dans 

cette  équation  x  =  v — i ,  1  inconnue  x  repré- 
sente en  nombre  et  en  signe  la  même  quantité 
qui  est  dans  l'autre  membre.  Toutes  les  fois 
que  cela  ne  se  peut ,  comme  dans  les  puis- 
sances paires ,  on  en  conclut  que  la  racine  est 
imaginaire. 

Mais  si  je  ramène  l'équation  o*=ô  à  la  cqn- 

î  h 

sidération  logarithmique  x  =»  r— ,  la  valeur  x 

Lia 

ne  peut  représenter  que  le  nombre  de  fois  que 

a  est  multiple,  pour  qu'il  en  résulte  la  quantité 

b  indépendamment  du  signe  additionnel  de  a 

et  de  6,  parce  qu'on  ramène  cette  base  a  à  une 
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autre  étrangère ,  à  la  considération  de  négatif 
à  positif. 

43.  Pour  ëclaircîr  cette  théorie,  il  est  néces^ 
saire  d'exposer  ici  la  démonstration  par  laquelle 
on  fait  voir  que  les  logarithmes  des  quantités 
négatives  sont  imaginaires  ;  on  verra  comment 
cette  difficulté  s'évanouit,  ou  plutôt  comment 
cette  démonstration  se  concilie  avec  ce  que 
l'on  vient  de  dire. 

On  a,  d'après  Euler,  la  série  suivante  : 


i  i.a       j.a.3    ^   i.a.3.4     ' 

=s  C08,  *  + 1/—  I  «in,  9  , 

-  *  '  •      ♦      - 

d'où..,  jiV/^rr=:I,(co«.?  +  V^  — isin.«). 
En  appelant St_lJ^demi-cirçonférence  ,  si  Ton 
lait  ;g  =  (  3  ^^  I  )  «•  ♦  i  étant  un  nombre 
entier  quelconque ,  on  aura  pour  toutes  les 
valeurs  de ^  sin.  r  =  o-,  cos.z  =  —  i.  Donc 
(2  £4- 1  )  'jj-  v/—  I  =L-^ï .  Ainsi  le  logarithme 
de  — I  a  une  infinité  de  valeurs  toutes  imagi-^ 
naires.  * 

D'après  cette  démonstration ,  il  suit  encore 
que  les  logarithmes  des  quantités  positives  ont 
aussi  une  infinité  de  valeurs  dont  une  seule 
est  réelle.  En  effet,  supposons  que  z^ss^*". 
La  formule  zy^^^^7==L(cos.z-4-  V^ — isin.z)  don- 
nera pour  toutes  les  valeurs  de  ^,2^^^  V^ — i=Li , 
la  seule  valeur  réelle  qu'on  obtiendra  pour  Li 

5 
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sera  en  faisant  Jk=o.  Toutes  les  autres  valeurs 
de  k  donneront  pour  Li  des  expressions  ima- 
ginaires ,  et  il  pourra  y  en  avoir  une  infinité. 

44.  Pour  faire  voir  où  aboutit  cette  démons- 
tration ,  au  lieu  de  donner  à  z  la  valeur  ^  de 
la  demi-circonférence ,  multipliée  successive- 
ment par  les  nombres  o,  i ,  3 ,  5 ,  7 ,  etc.  je  lui 
.  donne  la  valeur  ç  du  quadrant  multipliée  suc-  > 
cessivement  par  les  mêmes  nombres  o ,  x  ,  :2  , 
3,  4,  5;  etc. 

La  formule  d'où 

B**^~  .:=cos«-|-^/~  sîns  l^|/ — 1  ...==L(co8S+l/. — isin  s) 
'B°'^~..=  i  ........  ro.j3r\/^...=Li 

donneJ»''*^-=-V/~i  ^  •  d'où  J^^l/ZH.. -L-l/ZZ; 
etc.  V»®tc. 

Maintenant,  en  ne  considérant  que  les  va- 
leurs de  cos  z ,  qui  est  la  partie  rationnelle 
de  L(gô$'JJ+  V/»-*i  sin  js),  lorsque  l'arc  du  pre- 
mierqi^adrant  ne  vaut  encore  que  zéro,  le  cosi- 
nus=  1 ,  puis  décroît  et  devient  zéro  lorsque 
X  vaut  le  premier  quadrant  tout  entier  ;  il  con- 
tinue de  décroître  à  proportion  que  l'arc  croît  ' 
au-delà  du  premier  quadrant  ;  enfin  ce  cosi« 
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nus  ==*—  I  quand  z  acquiert  la  valeur  de  deux 
quadrans. 

Si  j'imagine  cette  suite  de  dëcroissemens  ^ 
composés  de  dixièmes  ;  elle  formera  la  série 
additionnelle 

•4-i-^-o,g-f-o,8-^-o,7«  •  ••t-o>i+o**'"0,i— 0,2.  • .— 0,9— ï 
qui  correspond  à  l'accroissement  successif  de 
l'arc  depuis  zéro  jusqu'à  deux  quadrans  ;  or , 
pour  cela  même  y  que  l'on  continue  de  faire 
croître ,  dans  la  même  direction ,  la  valeur  de 
X  après  qu'elle  a  acquis  celle  du  premier  qua- 
drant ,  qui  correspond  à  cosinus  =  o;  il  s'eur- 
suit  que  les  valeurs  correspondantes  du  cosinus 
doivent  continuer  de  décroître  dans  la  même 
direction ,  après  le  terme  zéro  ;  c'est-à-dire , 
que  ses  valeurs  doivent  être  pronégatives. 

II  s'ensuit ,  d'après  cette  considération  que 
l'on  a  ^***^~=(— i)et  agrl/^=L(— i). 
C'est-à-dire ,  que  les  logarithmes  des  quantités 
précédées  du  signe  —  sont  des  logarithmes  de 
quantités  pronégatives  ^  et ,  sous  ce  point  de 
vue ,  ils  sont  imaginaires. 

45.  Mais  maintenant  si  l'on  considère  les 
valeurs  négatives  des  cosinus  comme  métané*- 
gativeSy  la  suite  de  ces  décroissen^ens  s'arrêtera 
à  zéro  (36)  ;  puis  c'est  la  même  série  qui  com- 
mence à  croître  au  lieu  de  décroître ,  ou  qui  a 
une  direction  d'accroissement  contraire  à  la 
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première.  Par  une  conséquence  nécessaire,  Tao 
croissement  de  Tare  s'arrête  aussi  au  premier 
quadrant  :  ce  sera  ensuite  le  second  quadrant, 
et  non  pas  le  même  arc ,  continuant  de  croître 
au-delà  du  premier  ;  ce  sera ,  dis- je,  le  second 
quadrant  tout  seul ,  qui ,  commençant  par  sa 
Taleur  toute  entière  y,  décroîtra  jusqu'à  zéro, 
tandis  que  les  valeurs  métanégatives  corres- 
pondantes du  cosinus  croîtront  depuis  o  jus- 
qu'à — (i),  ou  jusqu'à  I  métanégatif.  Le  troi- 
sième quadrant  commencera  par  o.Çj  et  croîtra 
jusqu'à  Çj  tandis  que  le  rayon  métanégatif 
décroîtra  depuis  —■  (i)  jusqu'à  zéro,  lequel 
terme  correspond  au  degré  q  du  troisième 
quadrant.  Il  en  sera  de  même  du  quatrième. 
Ce  que  je  dis  du  cosinus,  s'applique  aux  valeurs 
du  sinus  affectées  de  l'expression  imaginaire 

J'ai  donc ,  en  reprenant  la  formule , 


kmc 


Lue 


m* 


qaadrJ         .. 


C08^+V/ »«1L«  J  d'où  «1/ 

o.jl/— 

—  1  +  0  ... 

—  1  +0 f 

o— v/irr...| 

o— l/Zn^...f 
»  +  o l 


1. .  .J 


O.qV— 
O.qV— 


= I/cos.  «"4-1/— I J 
=Li =0, 


=Ii— (l).  .   =0, 


■=Li =0' 
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On  voit  qu'en  ramenant  les  résultats  negati& 
de  B*^""*  aux  quantités  métanégatives,  toutes 
les  quantités  qui  peuvent  résulter  de  cette 
expression  sont  en  partie  réelles  et  en  partie 
imaginaires ,  et  qu'elles  sont  entre  les  limites 
db(i)  et  dt  v/— !•  Alors  on  n'a  plus  pour  Lt 
nne  infinité  de  valeurs  outre  sa  valeur  =0, 
alors  L — i  n'est  pas  imaginaire.  C'est  L«^—(x} 
qui  est  la  même  chose  que  Li ,  parce  que  le 
signe  ^ —  n'est  considéré  qu'après  la  relation 
logarithmique. 

46.  Or ,  maintenant  j  en  exprimant  là  suite 
des  valeurs  de  la  quantité  exponentielle  B^^ 
en  fonctions  de  valeurs  trigonométrîques ,  ces 
Taleurs  quand  èllesr  «ont  négatives  doivent  être 
métanégatives.  Les  cosinus  du  second  et  du 
troisième  quadrant^  les  sinus' du  troisième  et 
du  quatrième,  etc.  sont  effectifs  dans  le  cercle  ; 
ils  sont  donc  métan^gàtifs ,  et  leur  direction 
en  sens  contraire^  des  cosinus  et  des  sinus  des 
autres  quadrans  exprime  leur  quantité  métané^ 
gative.  Ainsi  au  lieu  de  dire  sin.a,  sin.(i^+a)| 
sin.(2?:f  a),  etc.  il  faut  dire  sîh.  (a  du  premier 
quadrant),  sih.(a*du  second  quadrant).  On 
2>eut  leur  dpnnér  la  notation  sin.  a^  ou  sin.  a 
simplement ,  puis  siii.  a^ ,  sin.  â, ,  etc.  cos. a  f 
cos.a^,  COS. a^ y  etc.  les  chiffres  a,  3,  etc.  dé- 
signent dans  qiiel  quadrant  l'are  est  pris. 
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Donc  dans  cette  démonstration  il  n'est  ques- 
tion que  de  quantités  métanégatives  y  d'autant 
plus  d'ailleurs  qu'on  ne  s'occupe  que  des  quan- 
tités métanégatives  dans  l'ordre  multiple  ;  dono 
dans  la  progression  successÎTe  des  valeurs  que 
Ton  donne  à  l'exposant  de  B*'^^  ,  il  faut  s'ar- 
rêter à  B'***^^*  de  la  même  manière  que  dans  la 
série  multiple. 

On  s'arrête  au  terme  | ,  où  la  progression 
des  dénominateurs  passe:du  positif  au  négatif  ^ 
pour  recommencer  la  même  suite ,  vue  en  sens 
contraire. 

On  ne  peut  donc  pas  démontrer ,  par  le  rai-» 
sonnement  ci-dessus,  que  les  logarithmes  des 
quantités  négatives  est  imaginaire»  £t  la  longue 
discussion  9  qui  a  eu  lieu  sur  cette  question  ^ 
vient  de  ce  qu'on  a  fait  usage  des  quantités  pro^ 
négatives  et  métanégatives  ,  indifféremment 
et  sans  les  distinguer  comme  il  est  nécessaire 
de  le  faire. 

Lés  logarithmes .  hyperboliques .  tont  con- 
formes à  la  théorie  qu'on  vient  de  développer  y 
parce  que  les  quantités  n^atives ,  qui  s'y  trou-* 
vent,  sont  de  leur  nature  métanégatives. 

47.  En  général ,  toutes  les  valeurs  géomé- 
triques qui  s'expriment  par  une'direction  con« 
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traire  à  celles  des  quantités  positive^f  |  sont  de 
leur  nature  métanégatiyes^  parce  qu  el|e#  3C>iit 
effectives. 

Si  j'ai  à  retrancher  la  ligne  CB  de  la  ligne  AB 

D        A  C  C 

je  pourrais  j  après  avoir  posé  la  ligne  ABsa» 
retrancher  de  cette  longueur  la  ligne  AG:=zbf 
ou  bien ,  en  partant  de  rextrëmité ,  retraj4|[^er 
également  CB  :=  6  y  il  me  resterait  dans  le  pre* 
mier  G^B ,  et  dans  le  deuxième  AC ,  qui  €mt 
la  même  valeur  ;  mais  dans  h  premier. cm  la 
soustraction  est  vicieuse,  paroe  que  l'on  change 
l'origine  des  valeurs  qui  se  trouve  après  la  sousr 
traction  transportée  en  CML  est  donc  nèfles*^ 
aaire^  par  la  nature  de  la  soustraction  géomé- 
trique 9  que  l'on  fasse  partir  la  quantité  n4g9^ 
tive  de  l'extrémité  B ,  M  qu'on  lui  donne  une 
direction  d'aocroisseiBent>  contraîreÀ  ladireo- 
tioji  pbsitive>.  par  <;ette  d^pcAiti^^  Uâwbt 
traction  est  effectuée*       :     ,.  .  , 

Si  la  ligne  GB  y  à  relri^nçher ,  est  ^us  igrandb 
que  1^  ligi&e  positive;  AB  ^  il-  sera  nécessaire 
qu'elle  continue  sa  direction  en  deçà  du  point 
A  vers  D.  De  sorte  que»  si  l'oii  a  a-T-^«=r^c, 
la  quantit,é  né^tiTe«~(c^)  sera  eixpriinée  par 
la  ligne  AD ,  ayant  une  direction  contraire  ^ 
U  positive  ;  elle  sera  effective ,  elle  sera  donie 


^ 
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métanëgative.  Pour  avoir  une  quantité  pronë« 
gative,  qui  eût  par  conséquent  la  même  di-« 
rection  que  la  ligne  AB ,  il  faudrait  remonter 
Torigne  vers  un  point  ineffectif  F ,  on  aurait 
FA  =  K,  et  la  quantité  ('^c}=^¥''^c  serait 
FA— aD=FD,  quantité  ineffective. 

48*  En  général ,  toutes  les  quantités  que 
l'on  considère  dans  le  calcul ,  et  qui  sont  néga-* 
tives,  sont  par  cela  •  même  métanégatives.  Ce 
&'ést  que  pour  les  rapports  d'inéquation  dans 
le  mode  additionnel  qu^on  a  besoin  de  consi*- 
dérerles  quantités  prbnégatives.  Les  inéqua- 
tions »— 3  <  «—-a  produisent  celles  de  la  for- 
me — 3«< — a  qui  nécessitent  la  conception 
-dés  quantités  pronégatives ,  d'après  laquelle 
la  Comparaison  ne  tombe  p9S  sur  les  quantités 
-précédées  du  signe— -^  mais  sûr  des  quantités 
inefie^tivés  qui.  sont  étrangères  à  ceiies  que 
l'on  considère  dans  le  calcul  C'est  pourquoi 
Carnot  les' appelle  ^^m^o/^^  algébriques.  La 
synthèse  -  ne  crée  point  de  quantités  proné* 
gsitives,  elles  naissent  du  résultat  de  l'analyse^ 
comme  :rs=:( — a)  ;  mais  dans  les  équations 
elles  ne  souffrent  aucune  difEculté,  on  les  fait 
â^  =  -— (a)  sans  concevoir  antérieurement  la 
conception  pronégative  ^=(—- -a).  iSans  les 
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rapports  d'inëquatijon ,  cette  conception  anté* 
rieure  serait  futile  et  chimérique  ;  mais  elle  est 
ne'ôessaire  pour  expliquer  les  difficultés  qui  se 
rencontrent  dans  les  rapports  des  quantités 
négatives  ;  elle  est  nécessaire  dans  le  calculées 
inéquations ,  où  Tanalyse  donne  souvent  des 
résultats  de  la  forme  ^<( — a)^  qui  sont  im- 
médiatement pronégatifs  ;  maïs  que  l'on  effec- 
tué en  faisant  ;r=—>' a  ou  *— >a. 

CHAPITRE    III. 

De  la  résolution  des  équations  algébriques  du 

troisième  degré. 

4q,  Les  formules  que  Ton  obtient  pour  la 
résdlution  des  équations  sont  assez  simples  ; 
mais  comme  je  me  propose ,  dans  ce  chapitre , 
de  développer  là  théariedii  calcul  des  inéqua- 
tions y  il  est  nécessaire  d'entrer  dans  certains 
détails  inutiles  pour  la  résolution  pratique  des 
équations ,  etnéannioins  indispensables  pour 
éclairer  cette  théorie.  Ce  chapitre  contient 
deal  modes  de  solution ,  le  premier  est ,  i  pro- 
prement parler ,  purement  théorique  ;  il  sert 
de  base  an  deuxième  mode  :  ce  dernier  s'appli* 
que  généralement  k  tous  les  cas.  Je  l'appellerai 
TOoûfe  de  solution  double ,  et  le  premier  mode 
de  solution  simple  \  on  verra  les  raisons  de 
<^€Ue  dénomination.       . 
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PREMIÈRE  SECTION. 

Premier  mode  de  solution ,  ou  mode  de  solu-- 

tion  simple. 

« 

Ce  premier  mode  de  solution  renfern^e  deux 
méthodes  qui  conduisent  »  Tupe  et  l'autre  ,  à 
la  valeur  de  la  plus  petite  racine  de  récjuation 
par  deux  directions  opppsées.  Il  est  nécessaire 
de  développer  ces  deux  méthodes  successive- 
ment ,  avant  de  traiter  le  mode  de  solution 
double* 


j     ,  à  ^  ' 


Première  méthode  dé  solution  simple. 

•     *■■  • 

5o.  Soit  proposé  de  résoudre  réqiwtipîi  gç- 
nér^le.du  second  degré  ....  .  .^    .  ; 

î'ira'âgîiié  cette  équation  forûiée  par  le  produit 
des  deux  facteurs  * 

,    (*+p)(^V+***+s').=o-.     \, 

• .     .  s  t    ■  .     '       ;  ;  '  ,    •         «     •  •  .  /  .         .     / 

£n  les  roult^pUant  et  comparant  le  r^}iltat  ^ 
\di  pi^pospe ,  j'ai  d'abprd  ^  :  : r -    r 

!Ac=P+p 
C  =  Qp. 


tions  auxiliaires 
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Si  je  me  l>ornais  à  chercher  ayec  ces  trois  équa- 
tions la  valeur  d'une  des  indë terminées  P,  Q,  p^ 
j'arriverais  à  une  équation  d'un  degré  égal  à 
celui  de  la  proposée ,  et  j'aurais  pour  la  valeur 

de/7, 

p^ — Ap*-|-Bj9  —  C  =  o. 

En  général ,  de  quelque  manière  que  l'on  dé^ 

compose  et  que  l'on  recompose  des  équations 

avec  des  coëfBciens  indéterminés  quelconques, 

si  l'on  n'emploie  pour  les  déterminer  que  la 

méthode  des  équations,  on  obtiendra  toujours 

un  résultat  qui  sera  au  moins  aussi  composé 

que  l'équation  proposée. 

Mais  j'observe  qu'en  résolvant  le  fadeur 

«• +P« + Q=  o,  les  deux  valeurs  que  j'obtiens, 

sont  composées  de  deux  parties  ;  la  première 
rationnelle  =— ^P,  c'est  la  seule  qui  a  lieu 
quand  les  deux  racines  sont  égales*  De  sorte 
que  la  partie  irrationnelle  l/iP*— Q  est  ce 
qui  constitue  l'inégalité  des  deux  racines. 

Si  pour  trouver  la  valeur  de  cette  partie  irra- 
tionnelle,  je  fais  ;P* — Q=z,  selon  la  méthode 
des  équations ,  j'aboutirais  encœre  à  une  équa- 
tion en  z  du  troisième  degré.  Au  lieu  de  faire 
une  nouvelle  équation ,  j'exprimerai  cette  in- 
connue sous  le  rapport  de  sa  limite ,  et  je  ferai 
ip._Q>o,d'oùQ<^P\ 
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quauon!    ^^*  ^'^^^  ^®  9^®  j'appelle  inéquation;  elle 

exprime  une  quasi^  valeur.  Cette  expression  1 
équivaut  à  l'équation  Q= ^P*«— z.  L'inconnue  z 
est  la  latitude  de  la  quasi-valeur.  Cette  espèce 
d'inconnue  ne  s'exprime  point  dans  le  calcul 
des  inéquations,  m ais(  on  parvient  néanmoins 
à  la  faire  disparaître ,  et  alors  l'équation  est 
résolue.  Ainsi  le  signe  d'égalité  entre  deux 
expressions  n'est  pas  l'instrument  dont  on  se 
sert  pour  arriver  à  la  valeur  que  l'on  cherche , 
comme  dans  la  méthode  des  équations,  l'éga* 
liié  est  le  terme  où  l'on  aboutit.  Cela  posé  ^ 

de  l'équation  auxiliaire  Q  =  B  —  Vp^ 
et  de  l'inéquation.  .  .  .  Q<;P*> 

on  parvient  à  l'inéquation  du  second  degré 

4B  — A' 
^•^iA/)  + 5 <o, 

d'où  l'on  extrait  d'abord  la  double  quasî-valéur 

rp<i(A±2V/A*  — 3B). 

Mais  maintenant,  d'aprèsJa  cinquième  règle 
(26)',  le  signe  d'inéquation  doit  changer  avec 
le  signe  additionnel  du  radical.  On  a  donc  les 
deux  4^iasî-valeurs 

p<f(A+aV/A*  — 3B), 
j7>HA-aV/A*-3B). 
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Tobserve  maintenant  que  la  première  de  ces 
deux  quasi-valeurs  étant  plus  grande  que  p , 
est  plus  grande  qu'aucune  des  valeurs  dont  p 
est  susceptible  ;  elle  est  donc  plus  grande  que  la 
plus  grande  racine  de  la  proposée  ;  mais  il  est 
évident  qu'elle  en  approche  de  plus  près  que 
des  deux  autres  ;  elle  exprime  donc  la  quasi- 
valeur  de  la  plus  grande  racine  de  l'équation. 
J'appelle  cette  quasi-valeur  ^ , 

pu  j  ai Pi  <^* 

Je  me  sers  de  la  notation  p,  pour  marquer  que 
cette  quasi-valeur  appartient  à  la  plus  grande 
racine ,  c'est-à-dire  à  la  troisième ,  en  suivant 
Tordre  des  nombres. 

Par  la  même  raison,  la  seconde  des  deux 
quasi-valeurs  j(A — 2  K  A*  —  3B)  étant  plus 
petite  qu'aucune  des  valeurs  de  /?,  est  la  quasi*- 

valeur  de  la  plus  petite  racine,  je  l'appelle  4r, 

d'où  j'ai Pi  >  '■'• 

Ces  deux  quasi-valeurs  avec  l'équation  auxi«* 

liaire  /> = A — p ,  me  donnent  pour  P  les  deux 

quasi-valeurs , 

pour^...  P>f(A— 1/A*-.3B); 
pour-ïT...  P<7(A+V/A'— .3B). 

Par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus ,  la 
première  de  ces  deux  quasi-valeurs  est  plus 
petite  qu'aucuue  des  valeurs  dont  P  est  sus- 
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ceptible  :  elle  est  donc  la  quasi-valeur  de  la 
somme  des  deux  plus  petites  racines  de  la  pro- 
posée. Par  la  même  raison  ^  la  seconde  est 
la  quasi-valeur  de  la  somme  des  deux  plus 
grandes  racines.  J'appelle  II  cette  dernière  qui 
correspond  à  «- ,  et  4^  la  première  qui  corres* 
pond  à  f ,  et  en  résumant ,  j'aurai 

52.  pour  la  somme  des  deux]., ^^  i/5?=3B)=n,d'oùP<l!j 
plus  grandes  racines    j 

poar  la  plu.  petite  «-Ua.-2V/Â:C:35)=w,  d'où/>.>r, 
cme  J  ' 

pour  la  somme  des  deuxl  ^,  ^  .  y-- -=r,     ^  ,,  i.  » ^ ^ 

plus  petites  racines     j  ^ 
pour  la  plus  grande  ,..|  —^ 

cme  J' 

Ces  quasi-valeurs,  que  j'appelle  originelles ^ 
ne  renferment  que  la  relation  des  deux  pre-* 
miers  coè'fEciens  A  et  B  de  la  proposée.  Avant 
de  les  rendre  complètes ,  il  est  nécessaire  d'ap- 
pliquer ces  premières  formules  à  différens 
exemples  pour  confirmer  la  théorie  que  j'ai 
développée.  Le  tableau  ci-joint,  page  78,  con- 
tient dix-neuf  exemples  différens  ;  il  a  fallu  en  * 
donner  ce  grand  nombre  pour  résoudre  toutes 
les  difficultés ,  ou  plutôt  pour  faire  voir  com- 
ment les  différens  cas  s'accordent  avec  la  théo- 
rie. La  première  partie ,  jusqu'au  doussième 
exemple ,  contient  des  équations  dont  toutes 


Page  78, 


■V 
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les  racines  sont  réelles  :  la  deuxième  partie 
contient  les  équations  dans  lesquelles  deux  ra- 
cines sont  imaginaires^ 

53,  Toutes  les  équations  du  tableau  ont  été 
formées  directement  par  la  multiplication  de 
trois  facteurs  simples ,  et  l'on  a  exposé ,  dans 
chacune ,  les  racines  qui  les  ont  formées ,  afin 
qu'on  pût  comparer  les  différentes  quasi-va- 
leurs ,  avec  les  valeurs  correspondantes  de 
l'équation.  Les  lignes  I  et  II  expriment  les 
quasi-valeurs  de  ^  et  de  ^. 

Dans  les  quatre  premiers  exemples  les  quasi-- 
valeurs  appartiennent  à  des  équations  ,  où 
toutes  les  racines  sont  négatives ,  conformé^ 
ment  aux  signes  externes  de  la  proposée 
a:^  +  Aa?*+BaB+G  =  o  ;  et  dan^  lesquelles  les 
valeurs  de  p  sont,  par  conséquent,  positives^ 
parce  que  x  =  — />.  On  voit  qu'on  a  dans 
toutes /?,>^,  p^<P. 

On  peut  remarquer  néanmoins ,  que  dans  le 
cinquième  et  sixièn^^e  exemple ,  la  quasi-valeur 
de  ir  a  une  forme  négative ,  quoique  la  vraie 
valeur  soit  positive  ;  mais  la  direction  jt>  > -» 
ne  leur  est  pas  moins  conforme  ;  car  cette  ài^ 
rection  du  signe  d'inéquation ,  annonce  qu'en 
ajoutant  une  valeur  positive  z  klsL  quasi-va-r 
leur  4r ,  on  arrivera  à  la  vraie  valeur  de  p.  Cette 
forme  négative  vient  de  ce  que  la  latitude  z, 
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ou  le  déficit  de  la  quasi^valeur  ^,  surpasse  là 
valeur  de  la  petite  racine  :  et  cela  a  lieu  toutes 
les  fois  que  toutes  les  lacines  étant  négatives , 
ou  bien  tous  les  coefficiens  de  la  proposée  étant 
positifs,  on  a ,  en  même  temps ^  dans  la  quasi- 
valeur  p,>7(  A— a  V/A'— 3B,  A<aV^A*— 3B 
ou  B<jA*.  Cette  quasi -valeur  n'est  négative 
en  p  que  parce  qu'elle  n'est  pas  complète , 
comme  on  le  verra.  J'appelle  ces  quasi-valeurs 
extradipergentes. 

Elles  ressemblent  à  l'inéquation  i>— 3  dont 
on  a  parlé  ci-dessus.  On  a  donc  de  ces  sortes 
d'inéquations,  puisque  l'analyse  les  donne;  et 
on  voit  ce  qu'elles  signifient. 

55.  Le  buitième  exemple  a  les  mêmes  ra- 
cines que  le  premier  ,  à  l'exception  qu'elles 
sont  positives  en  âp,  et  négatives  en  p.  On  voit 
que  dans  cet  exemple  «•  ou  p>( — 3, 1547),  9^^ 
devient,  en  l'effectuant ,  (20)j9= — <3,i547 
équivaut  à/7,= — ^>ç  du  premier  exemple  :  et 
que  réciproquement  la  quasi -valeur  ^  ou 
T7^<^(-— 0,8453)  équivaut  àp= — >'w  du  même 
exemple;  de  sorte  que  l'ordre  des  quasi-valeurs 
est  renversé. 

En  effet ,  si  dans  les  quasi -valeurs  cle  n,  «•  etc. 
QU  fait  A  négatif,  comme  cela  doit  être  dans 
les  équations  dont  les  racines  sont  positives  en 
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'  Xj  etn^atives  enp  y  on  aura ,  en  faisant  reasor- 
tir  le  signe  négatif  de  A  ^  '  '   ' 

|i«i«iP<i(— A  +y  A'— 5B«iP  =>^>f  (A— V^A'-  3P  .^P 
. .  .JB,>4(— A— al^A»     3B...p.=— <j(A+l^A«— 3p.4p,=s 


. . . .  P  >K— A  —  V'A'--3B...P  =— <î(A+V' A':^3B«,f 

i-  •  ••/»3<K— A+aKA»— 3B)../>3=->î(A~^A«— ^B)ri»<»— : 

56.  Cçei  est  conforme  à.  la  théorie  «pi'ona 
établie  relativement  aux  quantités  pronéga* 
tiyes.  Quand  les  racines  sont  positives  en  p  j 
elles  sont  selon  Tordre^^des  nombres  i,  a,  3^ 
4,5,  etc.  ;  la  plus  petite  est 'celle  qui  appar-^ 
tient  au  pluspelit  nombre.  Il  faut  remarquer 
que  les  quasi-^ valeurs  de  p , -que» Ton  obtieift , 
naissent  de  l'équation  p^-—Ap*  +  Bp. — Ct=:o. 
C'est  l'équation  à  laquelle  on  aurait  abouti  si 
.  Von  ne  l'eût  pas  abaissée  ^ùti  degré  par  la 
substitution  de  Tinéquatiôn  Q^<  ;  P'  à  la<placé 

de  Q  =  — .  Or  cette,  équation^  par  les  «signes 

extérieurs  de  ses  coéflSciens ,  doit  avoir  toutes 
1  les  racines  positives  ;  et  c'est ,  eii  cotiséq[uenGé  j 
de  cette  formé  qu'on  a  t>bten'iÈi  les  quasi-Ya- 
leurs  p^^^ytXt.  :  ces  inéquatib'ns  appartiennent 
donc  à  des 'quantités  qui  ot>t  une  direction 
positivé  ;  lors  donc  que';  par'lâf  valeur  intrin- 
sèque dé  A,  *»  se  trouve  être  une  quantité  né- 
,     gative ,  l'inéquation  p^  ^'^  n€  peut  être  néga- 

6 


8a  Ti^Aixs  é^i^nsNTÀiai 

Uye  ep  poosery^nt  ^  même  direction  qu'au* 
tant  qu'elle  est  pronëgative^  il  faut  qu*elU 
appartienne  aux  premiers  termes  de  la  suite, 

— 4,— S,— i,i^i,o,  +  i,  +  a,'-f  5  +  4,etc. 

dont  tous  les  termes  ont  la  même  direction.  La 
plus  petite  de  toutes  ces  valeurs  est  la  plus 
grande ,  en  tiombre ,  précédée  du  signe  — , 
et,  ^9  qui  est  pli^s  petite  que  la  plus  petite  ra- 
cine ^  doit  e3(céder  >  eu  nombre  >  U  plus  grande 
racine  négative  j  c'est  ce  qui  a.li*u  ;  car  oa  a 
pour  '^j  />>('^^^i547)  et  la  plus  petite  xmm 
f 3t  -^  3  ;  mais^y  en  effectuant  j  l'oirdre  est  ren* 
y^T^  avec  le  signe  d'iuéquation ,  m  se  xiimffi 
e*^ .— (  ^  )  ea  faisant  ressortir  le  signe  négatif^ 
nen  («>j,  etc*   .     .-       •      .;  i 

: .  ^7»  Dans  les  exemples  suiys^çs ,  où  les  ra-» 
cines  ^ont  c;^  pf^rtie  négatives  etev  partie  posii 
tives ,  les  quasir valeurs  dç  «r  sopt  égalquifiot 
pronégatives  :  ainsi ,  dans  l'exemple  neuviè/ue, 
on  a  p>^-^3,5'/a4),  qui,  effectuée,  devienl! 
^=^— »<3,57a4  ,.elle  appartient  à  la  plusgrands 
racine  négative  ./?==:— 3,  les  deux  autjre^/^>1 
lenj-s  de/?  sont^=~x  et/?=pa  ;  et.cîettequ^^ih 
valeur  excède  »  en  nombre  *  la  racine  -*  3i 
parce  qu  ellç  est,  plus  petite  quela  racine  *•  ce 
cjiii  est  encore  une  suite  nécessaire  de  la  satura 
des  quantités  pronégativés,  et  de.  l'inéqiutioa. 
générale  (— 3  J  <(-— a  ). 
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58/  '  Mamtebant  pour  mndre  ie8iqmsi<-ra« 
leurs  nr  et  ^  <><miplèiteS'^'ge:Cn^e  df|  Isnéi;^ 

tion .;, Q<;P% 

et  de  l'inéquation  opposée»  .-*....  ^n*  >  iP*. 

L'inéquation.  .,,^,Q<^;nVl,  .. 

^      G     l donne  -<în*, 
qui  avec  1  équation  Qj=—     I  p 


*  à.  Vv 


d'où  j'ioJbtiens.»  ..pt  >  rtip}  »        .,    r 

7  ,    ,         . 

et  eu  substituant  la  valeur  4a  n ,         .    ^  , 

'^»-^i(A+  v/A*  — 3B)« 

Cette  quasi-valeur  qui  n'a  encore  qu'une liiûîté^ 
ittàd^<(|uf  eat  complète,  étabt  pltis>petîlejif«'tttt«» 
cune  des  valeurs  de  p,  "est  plus  près  de  sa  plus 
petite  valeur  ^ue  de  toute  autre  ':  'elle  est  dônà 
l'expression  de  la  petite  quasi-valeur^complètei 
elle  appartient  tloBO'àpj^-jé  là  désigne  par  hm^ 

o  oui  ai    «?»=:-- ' — ,        .  . 

Si  je  compare  maintenant  la  même  inéqua- 

tion..... Q<^,I»% 

avec  l'autre  inéquation ;  ♦*  <  g  P% 

)e  ne  puis  pas  conclure  de  là  la  direction ifiaé-; 
quation  entre  Q  et  \^^.  J'exprime  cette  àn^n* 


» .  '.  / 


.  I 
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nière  inconnue  par  le  signe  || ,  d'où  jjS.tire  par 
ta  même  opération  que  ci<dps&u$ ,    r  .       . 

\  '        .    •    .        /».  j  .  ,  .  •  » ,  . 


./?î  H  T 


4 


Puis  eu  substituant  la  valeur  de  ^ , 


'  /»,  H  -^ 


-^ 


'■■  j(A— ^/A'— 3B)' 


.  Cette  seconde  quasi- valeurei^t  exprimée  en  fonc- 

tionsde^ycommela  première  ir^  est  expriméeen 

fonctions  de  n.  Or  *  est  pluspètit'qu'e  la  somme 

.         C 
des  deux  plus  petites  racines.  Le  quotient  ^—^ 


j*' 


doit  donc  appartenir  à  la grande^quasi* valeur^ 

C 
comme  le  quotient  de  -^ — ^appartient  à  l^plos 

petite.  Je  1  appellerai  ^^ , 

ou  J  ai   A  (»  =  •—— —  '     n. 

69.  Il  s'agit  de  voir  quels  sont  les  cas  où  l'on 
doit  avoir  jà^^i^  jet  j7>^f.  Je  substitue  d'àbôrcï 
dans  l'équation  auxiliaire  Q=B — Pp,  les  quasi* 
valeurs  originelles  n ,  et  09^  à  la  place  de  P  et  de  p  • 
au  lieu  d'une  équation ,  j'àùi^aî  une  inéquation 
^dont  je  ne  connais  pas  la  direction;  j'ai  donc 
Q'II  B — n*9.  Or,  en  substituant  les  valeurs  de  n 
et'de^yj'ai 


f  » 
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=  i(A+v/Â*— 3B)*,^    •'       '     ="^ 

'  =in* (52)."  ''"''• 

Or  on  à  Q<;n'(58).  Donc?  Q<B--iT». 

Ponc  l'inéquation  i>,  >rnî,  deyient^       , 


En  substituant  dé  ihénie  les  valeurs 'dé*  et  de,f , 
j'ai  également  *    \  j  .    .i.i 

B-*,=K4f^VI>^SBy'==|*-/.'=' 

Or  Q  II  i  **.  Donc  on  a  Q  ||  6—*,^  ;  et  p^r  çon- 
séquent  rinéquatioti7>j  lt  7-^  devient  '       *  • 

c 

60 •  Ces  nouvelles  expres^ODS: vont serv^  à 
déterminer  la  direction  incertaine  de  cette  der- 
nière  quasi-valeur.  Je  comparé  le  produit  Pp 
a«  ilçux  produits,  ^^{f,  jçt,^  <M  E^  d!fi]imrdy  é,  je 
si^ppose  que  P  reç<Hye  un  exoM4i&^valeur ;«?sa 
auxdépçns  de  l'autre  valeur cor^respi^odaQtQpi^r 
j'aurai  au  lieu  de  T^.p^.^^-ir  z)  iPir^z)i  jqnff 
correspondra  au  produit  n  4r  ;  car  n  a  précisé* 
ment  en  plus  ce  quç.  *sr  à  efi^ntoins ,  à  bà'usë  de' 
n^tn^zA.  Ce  nouveau  produit =Pp'—(P-f.z—p)z 
sera  toujours 'p^uspe^t^qûe  Pp^^tJstht'qdé  la 


ou  tant  que  V6à  .^lura  p  <  PH^y.  Donc  dans  le 
produit  n  ^r  riyii  f  corre^pçndr  à  la  plus  petite 
racine,^  ovr  par  cpi^^q^cjnt  p.<CP+^i  ^'^ 
doit  avoir  Pp>;  n^,  et  par  conséquent  Téqua- 
tion  Q  =  B— Pp  deyient  O^B — n^'»-  l>3ûc  on 

C 

a  toujours  jp,  >  ^^ — r. — . 

-  ]^  .ç«ixq^97ant  ^na^i^papt  *ç>  à  Pp,  51  on 
imagine  de  même  que  p  reçoive  un  excès  de 
Taleuç  aux  dépens  de  P,  ce  qui  a  lieu  dans  le  pro- 
duit  9<p%  on  aura  (P — z)  (p^  +  z)^  ou  bien 
*'^  =  ^/i^'-^(p'^4-z^P}i';  or  ce  prodttit  ♦^ 
sera  <  Pp|.  k>rsqu  on  âim¥iipj;+-«>  P  ou  ^>P  » 
en  mettant  pour  p^  +  z  sa  valeur  ^  ;  ou ,  si  Ton 
veut  encore,  lorsqu'on  slurap^»;^*.  L'équa- 
tion Q=B— Pp  devient  donc  alors  Q<B-^r, 

#t  fffr  ediisëqtiefit  rot}  ar 

C*. .  . 

.    ,        Pi.>> •  W/^t>*. 

litoêWltti^iré ,  léprèfduitf  Pp^-Kj^^-f^*^'^)* 
#iF#(p^ê»>ï5y,  «ip'5<P~rotip5<«^^er,  àj^o^ 
fon^  #âli*iW^  Sî  X*  ^  on  aura  à&tià  ^0^ 
^^li^^9^ ;  et  9  par  é<^s^uefit , 
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'    &1.  Pour  développer  le  pritioipe  d^  teitt 

variëtë ,  il  faut  remarquer  que  êi  on  partagé 

un  non^bre  en  deux  autres ,  le  plu»  grdud  pro* 

duit  9  qui  puisse  en  résulter  ,  est  quand  il  est 

partagé  en  deux  parties  égales  :  et  le  plus  petit 

produit  est  quand  Tooe  de  des  parties  «  6,  et 

l'autre  =^  le  noml^re  tout  entier.  Maintenant , 

Je  produit  |7«'  est  composé  de  deux  facteurs, 

dont  la  somme  =  Â.  Si  l'on-  imagine  donc 

que  V  croisse  depuis  o  jusqu'à  /7,  «  u  àéctinê^ 

sant  de  même ,  pour  faire  toujours  la  même 

somme  A ,  le  produit  ît'»  ira  toujours  en  crois- 

.sant  jusqu'à  ce  qu'on  arri^  k  Pp,  ;  mais  tant 

que  9  serait  <Cp,  »  comme  cela  a  lieu  quand 

les  racines  sont  réelles  ,  le  produit  ttv  sera 

< Pp, ,  d'où  .Q<B — jj^y  ;  et,  par  conséquent, 

C 
p,  '>i^ — '—  jusqu'à  ce  que-r*tp,  ;  alors  Ml 

Supposons  maintenant  que  v  croisse  au-delà 
de  la  valeur  de  p, ,  j'aypellè  «^«Wle^^âài^ta)- 
leur  et  n'  la  yaleur  dern^.qui  aji^fja  c^n^nyé  4^u- 
tant,  ott  aura  alors  n' if' >.J^^,  fi^Vffi9^r 

qtient  ».<:-^ r-,  '  é*éité^lèfi'6n  t^ièi^Vâ  rfahs 

la  $uite:9  Jlorsqui'iMi  çbtûilluiDa  ^pmtl|iète<|UAstr 


valeur  fw ,  avec  la  direction  p^  <  'v.  Il  est  I>oii 
de  .^'ea  souvenir.  , 

En  considérant  c^tte,  quasi-valeur ,  par  rap- 

C 

port  à  la  deuxième  racine,  j'aurai  /?,>: 


!      'f 


B  —  lt^' 

tant  que  ir'   serait   <;  p^  parce  que  j'aurai 
nV  <C  Pp. ,  jusqu'^  ce  .que  j'arrive  à  ^'^/y** 

j'aurai  p.  =  - — -- — ;  en  faisant  croître  encore  V 

C 
au-delà  de p^ ,  j'aurai  alors  p* <s r~i  >  ^^*  t 

'  \,  •  .  . 

relativement  à^  la  t;roi3ième  racine  p^ ,  sera 

P%  ^  E V^-  Enfin ,  si  je  fais  croître  *&"  jus- 

g[u'au-delà  de  pj ,  j'arriverai  à  la  quasi- valeur 
(p ,  et  j'aurai  p,  <  ^j_^^'  ,  parce  que  j'ai/>,<*; 

mais  il  faut,  pour  cela,  que  P  reste  toujours 
>py  Dans  ce  cas ,  comme  on  auraP>*,jE7j<;;;^, 
le  produit  «^  approchera  plus  du  maximum  de 
produit ,  que  Ppj  ;  on  aura  donc  ♦^>I^j ,  et , 

•"•■•■■■•,■■    ■    ■  C 

ÏW;c<wi;Seq»fent,  fr<p   :  ■■■'        .    : 

'•'Mais  si  la  pïtas  grîaride  racine  p\  est  plus 
^râfidé  que  là  somtee  des' deux  autres  P„  ce  sera 
le  Gon traire  ;  j^  qpi  ççra  alors  le  plus  grand  des 
deux  facteurs  de  «^ ,  sera  plus  grand  que  p^ , 
t{ur  <sr  le  plafiflfl^tid'feciêfur  dé  Pp^ y  ^^^  »  qm 
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est  le  plus  petit  facteur ,  sera  plus  petit  que  Pt  ; 

le  produit ^^  s'éloignera  donc  plus  du  maxi-* 

xnum  de  produit  que  Pp^  ;  ce  sera ,  en  sens  con« 

traire ,  la  même  relation  que  celle  de  U  w  k 

P/>t  ;  on  aura  donc  ^  <C  P/7, ,  et  par  conse- 

C 
quent  />,  >  . 

Au  reste  ,  cette  discussion  •  reUtiTcment  à 
la  variété  de  direction  deja  grande  quasi-yaleur 
complète  est  purement  théorique ,  on  n'en  fait 
aucun  usage  dans  le  calcul  des  inéquations  :  on 
ne  s'occupe  que  de  la  quasi- valeur  complète 
de  la  plus  petitç  racine  p, .  Ainsi  je  me  'bornerai 
à  employer  pour  p^  le  signe  mcertain  || ,  et 

G 

j'aurai  p^  \\ 


62.  J'ai  supposé  les  valeurs  dep  positives , 
mais  supposons- les  négatives,  et  que  par  consé- 
quent les  coëfficieris  A  etC  dç  la  proposée  soient 
intrinsèquement  négatifs.  Comme  daiis  ce  cas 
Tméquationp^^'i»'  devient  p^C— >),  en  faisant 
ressortir  le  signe  négatif,  où  p  =  — ^  <;^  ^  (55)^î 
par  la  même  raison,  la  quasi-valeur  complète 

C 
Pîî>  ir r—  devkddra^  en  fai^nt  assortir  lès 

^  .         ^  C 
^ne^i négatifs  de  à  et  *de  G,  p^,-~>|i- ■'  ^'    ', 


'  C 

et  réciproquj^ment  la  qua^i-valeur  p|  \\  = 

devient  Pi  = — >  ;r -. 

63«  On  voit  que  qtiand  les  rMme&  sont 
toutes  du  même  signe  additioilrjel  y  c'jçst  tou- 
jours  la  plus  petite  quasi  «valeur  en  nombre 
^t  iodépe^davim^at  ^  9^n  signe  yQ|ui  a  Une 
«direction  d'inéquation,  invariable  ^  quand  elle 
est  compl^e^Quand  les  raoinefl  sont  négatives, 
QU  Xojit^s  posîtiyea  eu  p  ^  c'eat  la  valeur  de  « 
^ui  es(  la  plus  petite  quasi* valeur  ei^  non^re  ; 
quand  cjlle^spnt  toutes  négatives  en  pf  c  ^t  la 
{valeur  de  p  qui  se  change  alprs  en  ^« 

64.  Mais  quand  les  racines  sont  en  partie 
positives  et  négatives ,  n  et  *  peuvent  varier 
d'une  infinité  d^  manières  relativement  à  "v  et 
à  ^  ;  alors  la  plus  petite  racine  en  nombre  peut 
appartenir  à  ^^  ou  à  ^9.  ^^  ^  ^^  quasi<- valeur 
moyenne  f 

Pour  éviter  toute  ambiguité  relatiyeœeiKt 
aux  mots  plus  petit  et  plus  grand ^  j'appellerai 
ta  plus  petite  racine ,  celle  qui  est  la  plus  petite 
en  nombre  indépendamment  de  son  signe  ;  et 
db  première  racine  ^  celle  dool  la  quasi- valeur 
est  exprimée  par  p^  >>  v.  Ainsi  dans  l'équation 
4oBt4€s  trot§  Y^éiuvs  enp  «oitt  i?rf5^.-^  i^  +3; 
la  première  racine  est  —  5 ,  c'est  celle  qui 
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correspoâd  k  p^m,  et  elle  nVst  pas  la  plut 
petite  racme  qni  est  — -  f . 

Xjon  donc  que  les  racines  sont  de  diAffrens 
sigiies ,  on  ae  peat  établir  ancmie  règle  rela- 
tivement i  la  directMm  de  la  quasi-valenr  com- 
pHte  *«r.  Il  n'y  a  q«e  les  qriasi-Tateurs  origi- 
nelles ou  incomplètes  />,>-»  et  p,  <  f ,  qui 
ayant  une  direction  iavariaUe  i  quel  que  soit 
le  signe  additionnel  des  racines. 

65.  Cea  deux  inéquations  extrénea  sont  la 
base  du  calcul.  On  peut  remarquer  qu'elles 
ne  distinguent  pas  dîrecten>ent  les  racines  de 
Féquation ,  elles  n'assignent  que  les  deux 
limites  opposées  de  toutes  les  'valeurs  dont  p  ^ 
est  susceptible  ;  c'est  ainsi  dans  tous  les  degrés  ; 
et  c'est  à  l'aide  de  ces  {fmifes  qu'on  parvient 
successivement  à  séparer  les  racines. 

'  66.  Pour  éviter  la  complication  qui  réstdte*; 

rait  dan^f  te  calcul  et  la  théorie,  par  rapport  aux. 

équations  dont  les  racine»  auraient  des  signes 

additionnels  dilXerans,  on  suppose  d'ahoi'd  que 

l^cs  ooâfifipeièns  de  la  proposée,  datis  quelque 

degré  que  ce  soit,  «"*  +  A  a?"""'  +  Bjp"-*,  etc. 

sont  tous  intrinsèquement  positifs  ;  et  quand 

ils  sont  d'une  valeur  quelconque  négative  ou 

positive  ^  on  les  ramène  k  une  équation  dont 

toutes  les  raeinea  ont  le  même  signe»  N^n-» 

luoins  on  aboutit,  à  des  formulas  de  solution 


»       »_     » 
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quicppyiennent  à' toutes  les  équations,  quel 
que  soit  le  signe  additionnel  de  leur  racine  ^ 
MUS  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  subir  aucune 
transformation  aux  équations ,  comme  on  le 
verra  d^iis  le  second  mode  de  solution* 

On  commencera  donc  ici  par  suppose?  quç 
tous  les  coëfficiens  de  l'équaition 

•  « 

sont  intrinsèquement  positifs,  que  par  consé— 
quent  les  racines  sont  toutes  négatives  en  x  et 
positives  en  p.  Si  elles  sont  réelles,  oh  a  pour  • 
lel5  quasi-valeurs  complètes  les  inéquations 

et  en  substituant ,  au  lieu  de  n  et  de  ♦ ,  leur 
valeur  A — ^.  et  A— p, 

^S<^  il  .s'agit  maintenant  de  déterminer  la 
dir^çAiail4e  «-  à  i&«^  ett  de  ^.à  ^^.  Pour  là  cou* 
:i;]|aîtrey  je  fais  cette  suite  d'inéquations  incer* 
t^iijies':    s,  *  ' 

k^Jf^  If  O.^ir- j— --  II O  V-A-î^^+È^— C  IIo. 


t 


Or  bette  dernière  inéquation  est  pirecisénient 
derla^méme  forme:  que  l'équation  ^  : 

y-LAp*  +  Bp— 'C  =  o.  • 
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C'est  cette  même  équation  dans  Uquelletoa 
aurait  mis  la  quasi-valeur  «-  à  la  place  de  jy^ 
Elle  doit  donc  être  considérée  comme  compb* 
sée  des  trois  facteurs  (w-^a)  (•'—6)  (•"— f)  Il  o , 
en  appelant  a,  6 ,  c,  les  racines  de  la  proposée. 
Or  de  /7,>«' ,  il  s'ensuit  que  «•  est  moindre  que 
la  plus  petite  racine ,  et  que  par  conséquent 
oes  trois  facteurs  sont  n^atifs.  On^a  donc  , 

«r» — Aisr*  +  Bv— .C<o, 

de  là.. .  «•<'—: ; r  et  «-^^t-w. 

Pour  déterminer  la  direction  de  ^  à  Ji^^, 
comme  cette  inéquation  complète  a  son  signe 
d'inéquation  "variable ,  je  considère  d'abord 

'^     -      .  ï'ai  dans  ce  premier  cas,  à  t)Ius  forte 

c  .  .1  r 

raison,  ^>i^^,  d où  f>  — -;   enfin 

fi  —  A  ^*  +  B  —  C  >o  ;  je  prends  ensuite  '  le 
deuxième  éas  v^^  .  .  Comme  on  ne  peut 
rien  conclure  de  là  ,  j'ai  d'abord:  '  r  ||  ir^î, 

C  '  *  i 

PuisML,      A.^n^  enfin^^-Af  fB  — Ç'^o; 

mais  en  la  décomposant  de  même  en  ses  tpoîs 
facteurs  (ç) — a)  {p—b)  {9 — c)  \\  o ,  comme  p  est 
plus  grand  que  la: plus  grande  valeui^  dép^  k 


\ 


oui9é  de  p<Cf^  ^^  ^^^  facteiATs  soat  tous 
posîlfci&  »  si  les  trois  raciaes  sont  réelles.  Oa  a 
donc  encore  f'— A#*ThBf — -o>o»  d'où  K>i:^. 
Aiaai^  cette  derrière  inéquatton  ^>^#  est  inva- 
riable. 
£a  repreciaiil;  maiotenaat  les  deux  ioequft«> 

tÂOQS 

6g.  »»_-Air*+B«r— €<0....    t-, 

si  je  mets  à  la  place  de  «•  et  de  ^  leurs  valeurs , 
j  aurai 

fjO.  — aA»+9AB— 27C— 2V/(^^BP<p,,,..  i'% 

--2A^+9AB-27C+sV/(A3— 3B)3>o. , .   2»-. 

li  est  aisé  défaire  voir  iBQainteaant ijue -ces 
deux  inéquations  appartiennent  géjriéralemeDt 
à  toute  équation  du  troisième  degrés  quelle 
que  soit  la  valeur  des  coéfficiens ,  ou  quel  que 
soit  le  signe  additionnel  des  racines.  £n  effet, 
à  oàuM  de  p^  >«  et  p^  <^  9  toutfss  les  racines 
sont  entre  ces  deux  limites ,  quel  que  soit  leur 
sigue.  Par  exemple  ,  si  les  racines  eii  valeurs 
écp  sont  I  ^  J,  5^  •■  sera  <i  et  ©>5  ;  et 
si  elles  sont,  comme  dans  le  neuvième  exemple, 

S  —  I  +  2  j  ces  trois  Valeurs  sont  encore 

^e&tre  ir  et  <p,  car  on  a/?,>«^=^> — 5^57^4  e* 
n<^^s=<;a,259d«  Supposons  donc  qu'on  ,au^ 
mente  suecessivemeat  la  quasi  -  valeur  «r  ^ 


N 
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lui  ajoutant  d^$  quantités  positives  jusqu'à  ce 
qu'elle  parvieune  à  la  valeur  de  ^ ,  on  fran- 
chira d'abord  la  valeur  de  la  première  racine  ^ 
et  Ton  aura  alors  w^ — A'^'^-jr^  çtc-  >>o,  aprèa 
avoir  franchi  la  seconde.  Cette  inéquation 
deviendra  <  o«  Enfin ,  après  la  troisième ,  elle 
deviendra  >>  o;  mais  alors  ce  ser^, 

ç'*  — Aip*\f  B^  — C>^. 
Ces  deux  inéquations,  l'une  en  v  et  l'autre 
en  ^ ,  ne  peuvent  donc  pas  avoir  le  même  signe 
d'inéquation  si  les  trois  racines  stmt  réelles. 

Mais  maintenant  si  on  considère  ces  deux 
mêlées  inéquations  en«valearâ  deicoèfjSeièns 
-^a  A' -4*94-39  Me.  ou  voit  qu'elles  i|é:diflfèreal 
que  par  le  sîgn^  additionnel  qui.prëoède  U 

;caàictl  V  !(AÎH^&B/  ^  '-  donc  il  est  néoessaire  que 

celle  de  ces  deux  inéquations  où  ce  radical  est 

précédé  du  sîg^é  -f  ,'  sdît  >o,'  fef(|ue  l'autre 

soit  <  o  ;  dçnc  ces  deux  inéquations  appatn 

tiennênt  genéralef^ept  aux  équations  du  t^oiç- 

iièinè  âègré,  quels  que  soient  le  ^ignè  et  la  valeur 

des  racines ,  et  elles  sont  les  deux  équations  db 

coqditipa  V  xTwres  lesquelles,  les  troi^  «racines 

doivent  être  Réelles. 

£n  les  multipliant  ISine  par  l'autre ,  il  est 
clair  q«e  leui^  produit  sert  négatif;  et  au  lieu 
de  deux  inéquatibns^  conditionnelles',  j'aurai 
la  suivante  qui  tes  rf  o&ur^nejra  toutes  lef<d«»](: 
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71.  4A'C— A»B*— i8ABC+4B*+:i7C*<a, 

résultat  que  Ton  obtient  par  la  méthode  des 
équations ,  et  qui  est  le  même  que  celui  trouyé 
par  La  Grange.  On  voit  déjà  comment  le  calcul 
des  inéquations  décomposé  les  fonctions  que 
ta  méthode  des  équations,  ne  peut  offrir  que 
dans  un  état  de  composition. 

Les  deux  inéquations  (70)  peuvent  être  ainsi 
exprimées  : 

72.  A3-27C-3 A(A»-3B)-r:2l/(A?-.3B)5<Q.;.-  t'f ^ 
A5-27C-3 A( A*-3B)-haV/  (A*-3B)3>Q..,  3-«. 

73.  Cette  relation  des  trois  coêfficiens  cons- 
titue L'inégalité  des  racines.  Car  quand  elles  àlont 
toutes  égjales ,  oa^a  séparément  A^ — 27C  =q , 
\*^^ 3B=:  o ,  et  c€s  deux  inéquations  sont  :=3  04 

on  a  alors  «-  et  f  :i=-A^  ^«cet  4?^;=^.^— j  —  jA^. 
....  .        •       .        .        '-A' 

J'exprimerai  la  relation  rationnelle  des  coéTfi- 
îèieiis  A,  B,  C,  par  SC.  Cette  expression  veut 
Uire  somme  fdtionnetle  dès  relations  des  coëffi" 
^^lenè'jusqii^à  C.  Je  ferai' eh  même  temps  le 
"^radical  originel  V^ A*— ^36  =  ^5?^  d'où  les  deux 
inéquations  ci-dessus  prendront  la  forme 

.,    74.  r....<^T-3rV/7ViCoh^J^k:ar|^r._ 
a~.:.,<SC  +  arl/r>oj       (.SC>--ari/»«. 

I 

le  Temarque^mainténant  qitte  lëS'dëux  inéqua- 


lions  *$fc;<arï/Fét  »SC>îirV^r~5ont  les  <kux 
racines  du  quarré  4yG*<4r^.  Et  en  éxprin^ant 
cette  dernière  en  valeurs  de  coëfficiéi^us ,  on 
aurait  tout  de  même  Tinéquation  citdessus. 
On  peut  observer  qu'en  élevant  au  quari^é  un^e 
de  ces  inéquations,  on  ne  fait  que  recomposer  la 
décomposition  qu'on  avait  faîte,  et  alors  l'autre 
inéquation  sert  toujours  d'inéquation  de  con- 
dition pour  déterminer  quelle  direction  doit 
avoir  l'inéquation  du  quarré.  Si  SC  est  négatif, 
il  faut  qu'il  soit  plus  petit  en  nombre  quç  2rV^r^ 

pour  que  l'on  ait  en  même  temps]  ^      ' — 

Ces  deux  inéquations  répondent  alors  à  -^2<^ 
et  — 2;>— 5.  Pour  élever  la  seconde  au  quarré, 
il  faudra  que  je  l'effectue ,  et  je  n'aurai  tou- 
jours que  la  même  inéquation  au  quarré 
SC*<^4^^'  Si  se  est  positif,  la  première  répond 
à  l'inéquation  a<3,  et  la  seconde  à  2>— 5  ; 
pour  élever  cette  deuxième  au  quarré  ,  il  ^u- 
dra  l'effectuer  >,  et  j'aurai*  3  <^  —  (  3  ) ,  ou  sim- 
plement 2;>3  qui  est  la. même  cl^Q^e  que  la 
première  ;  ainsi ,  dans  tous  les  cas ,  je  n'au* 
rai  qu'une  seule  inéquation  au  quarré. 

76.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les   De*  rt- 
changemens   de  direction   des  inéquations  ,giaaife8. 
quand  l'équation  contient  des  racines  imagi- 
naires. D'abord  les  deux  racines  peuveniêfre 

7 
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imigînaires  en  vertu  de  la  relation  des  deux 
premiers  coëfficiens  Â  et  B  :  alors  le  radical 

originel  V^  A* — 3B  ou  V^7  n'est  plus  réel  , 
et  les  deux  quasi- valeurs  -w  et  ^  appartiennent 
aux  deux  racines  imaginaires;  elles  en  forment. 
Tune  et   l'autre  ,   la  paire  par  leur  forme 

^  =  7(À— a/^)  et^  =  j(A  +  2  </r)-Enne 
les  considérant  plus  qae  relativement  à  leur 
partie  re'elle ,  elles  ne  sont  plus  les  deux  ra- 
cines extrêmes  de  Tëquation  ,  elles  forment 
alors  u«e  paire  de  racines  égales  :  et ,  en  les 
additionnant  ,  il  reste  pour  l'autre  racine 
/?  Il  7  A ,  dont  on  déterminera  la  direction. 

76.  Supposons  que  t/A* — 3B  soit  réel,  les 
deux  quasi- valeurs  o-  et  ^  seront  réelles  ;  mais 
il  faudra  alors  que  l'une  des  deux  appartienne 
à  une  des  deux  racines  imaginaires,  et  l'autre 
à  la  racine  réelle  :  car ,  en  les  comparant  en- 
semble ,  on  a  d'abord  -w  ||  P, 

d'où i{A--aV/r)||KA.  +  3l/^, 

puis o  II  4  V^  r. 

Or  le  deuxième  membre  de  celte  dernière  iné" 
qpation  ,  qui  répond  à  ^ ,  est  par  sa  nature 

positif,  toutes  les  fois  que  V  r  est  réel,  on  a 

donc  o<:;;4  Vr  et  par  conséquent  ^<Cj9  :  donc 
\^  parties  réelles,  de  ces  deux  quasi  ^valeurs 
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sont  inégales';  donc  les  dçux  quasi- valeurs «* 
et  ^  ne  peuvent  plqs  faire  h  paire  des  deux 
racines  imaginaires  :  car  on  a  démontré. que 
les  racines  imaginaires ,  d'une  équation  'rie 
peuvent  se  trouver  que  sous  la  forme 


donc  il  est  nécessaire  que  l'ua^  des  deux  quasi- 
valeurs  originelles.,  appartienne  à  la  racine 
réelle  de  l'équation. 

^j.  Maintenant,  en  décoçiposantréquittion 

proposée  en  Cf*+P*+9)  (f.+P)  »  '^^  quasi- 
valeurs  n  et  ^  appartienneint  ^  l?  de  l'équation 
du  deuxième  degré,  et  «v  et  (p  appartiennent^ 
àp  :  et  c'est  en  vertu  de  l'inéquation  Q<jP*  i 
qu'on  a  eu  /?>-» ,  p<^^  >  etc.  Supposons  main- 
tenant que  l'équation  :c*  +  Px  4-  Q  =  o  con- 
tienne les  deux  racines  imaginaires  ,  on  aura 
alors  Q  >  ;  P*  î  et  delà  on  aura/?,  <  *» ,  si  c'est 
la  petite  quasi-valeur  qui  est  réelle ,  *t/^,  >  f , 
si  c'est  la  grande. 

Il  faut  bien  remarquer  q^e  ce  n'est  pas-^  1^ 
fois  qu'on  a  deux  inéquation^ ,  c'est  l'une  ou 
l'autre ,  selon  que  c>st  la  petite  ou  la  grande, 
quasi-valeur  qui  appartient  à  la  racipf  réelle. 

78.  On  peut  encore  déterminer  une  autre 
limite  àla  partie  réelle  des  racines  imaginaires;^ 
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car,  dans,  ce  c^^^  l'ëquation  indëterminëe 

« 

'  ««-I-Px+Qrsro 

contient  la  racine  réelle  et  l'autre  racine  ima- 
ginaire  ;  ses  deux  facteurs  sont  donc  de  la 
forme 


- 


Or,  en  ne  considérant  cette  équation  que  quant 
à  ■  sa  partie  réelle  seulement ,  on  a  Q  <;  j  P*. 
Donc  la  direction  de  là  quasi-valeur  •■  ou  ^  qui 
en  résulte,  est  Ta  même  que  celle  qui  a  lieu 
quand  les  racines  sont  réelles.  Donc  on  a  ces 
rapports  d'inéquation , 


P«>'-  p.  et  »./>■■• 

p,  réel..  f<<p...pjréel...  l<î*. 

*  79.  Quant  à  la  partie  réelle  des  deux  racines 
imaginaires ,  comme  elle  est  égale  dans  toutes 
l^s  deux ,  si  la  petite  racine  est  réelle,  on  a 
p\<^'Br  pour  la  racine  réelle,  et  P>înr  pour  la 
partie  réelle  de  la  somme  des  deux  imaginaires. 
On  a  donc  pour  chacune  d'elles  ^ 

'P-}>ia=>f(A+|/r). 

r  Pli 
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Si  c'est  ^  qui  appartient  à  la  racine 
a  par  la  même  raison , 

•"<r»=>i(J^-V^Ô- 

8o.  Pour  reconnaître  maintenant  ta([ueUé 
^des  deux  quasi-valeurs  •*  ou  ^  appartient  à  la 
racine  réelle,  j'ai  pour  le  das  où/?,  est  réel  (77)» 

^ — A»*-l-B*— C>o  1  f  4$G— ar/r>o, 
^^— -Aip^-f^B^— C>or^l5C  +  ar|/7>o. 

Car  dans  le  produit  des  trois  coeffîciens  (v^-a) 
(«• — b)  (w — c)  Il  o,  lepremierfacteur  •■— a  est 
positif  à  cause  de /?<••,  et  le  produit  des  deux 
autres  racines  est  toujourspositif ,  parce  qu'elles 
sont  imaginaires.  Le  produit  des  trois  facteurs 
ne  doit  donc  cesser  d'être  positif,  quoiqu'on 
fasse  croître  «-jusqu'à  la  valeur  de  f. 

.  Au  contraire ,  si  p^  est  réel ,  l'inéquation 
Pî>  *  rend  le  facteur  ^7— c  négatif.  Le  produit 

des  trois  facteurs  ne  peut  donc  pas  cesser  de 
Vètre.  On  a  donc  pour  ce  second  cas , 

w3-^A«*+B*^— C<o..*.  «S!C— arl/r<o, 
♦^— A^*+B(p— C<o....  SC  +  ^r\/7<o. 

81.  Quand  v/A' — 3B  est  imaginaire  (jt 
l'exprimerai  par  t/— t.) ,  on  a  alors ,  comme 
on  l'a  déjà  vu ,  pour  la  racine  réelle ,  p  \\  j  A; 
l'appelle  cette  quasi*valeur  4  7  d'où  j'ai  d'abord 
4~A4*+B|-C  ||a,ou— a#+9AB--:i7CUQ^ 


WL&C^à.  LOw  idbniÈ  que  nSG  est  po^itjfi  il  feut 
que  le  facteur  réel ,  quel  qu'il  soijt  »  (Ju  produit 
(4, — a)  (4—^)  (4 — ^)  soit  positif.  Il  faut  donc 
que  Ton  ait  pour  ta  facine  rée^e  p<^\A.  ou 
#?rC4i.*^Qrs  ç'e^Jt  la  petite  racine  qui  est,U  réelle; 
car  la  partie  rationnelle,  des  deux  imaginaires 
est  alors  ^j A,  d'où  Ton  a  cette  règle. 

-       ..SG>o....  j9,<;A..» ''•>|A. 

,..--.    ...  P? 

Au  contraire,  quand  on  aSC<o,  il  faut  que 

léTactéUf  réel  dû  produit  (4 — a)  (4 — ^)  (4 — c) 

soit  négatif;  il  faut  donc  que  Ton  ait /)>4  an 

p^f  A.  Dans  ce  cas  ,  ce.  sera  dohc  la  grande 

racine  qui  sera' réelle.  '(  Je  né  considère  ici 

grande  et  petite  racine,  que  par  rapport  à  la 

partie  réelle  deis  racines  imaginaires.)  On  aura 

.     .         ^  Pi    . 

o2.  Oh  peut  conclure  que  si  <!?C  =  o,  on  a 

pour  la  racine  réelle  et  pour  l^,  partie  réelle 

des  deux  autres  ]p  ==  j  AV 

«  '  '  La  tnë'th<5d*e  Ats  équklions  Confond  ces  dit- 

fërenH  ^as  par  la  seul^  inéquatioiJt  générale 

4iâ)^-rfiA^.B*-^i,  etc.  (7i)>'0,  qui  apprend 

dfmkineprt  qlie  la  prppotse^  2%deu9c  raiOiaes  ima- 

gkriaiires  ,*'et  ^oilà  Itmt» 

1)  i85»  ilï  $^Dgit  de  déterminer  la  diteot&on  de  la 

quj^s^^lf^ilr  ^otri^ète  <|ui  appairtient  ^  la  racine 
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réelle.  D'abord  quand  w  et  ç  sont  réels,  si  c'est 
la  petite  racine  p,  qui  est  réelle,  on  a  à  cause 

àep,<y,  P>n,  d'où  { tp^^J^';  donc  Q>in«, 

c  *       c 

d'où  P.<T^*  ou  P.<fl__n^»  ou  enfin 

C 
p  <* ^ .  Si  c'est  la  grande  racine  qui 

{ip»<f  1** 
*    ^*    . 

Il  y  a  encore  la  même  incertitude  que  celle  qui 
a  lieu  quand  les  trois  racines  sont  réelles  ;  ainsi 

La  même  chose  a  lieu  avec  V^— r  ;  car  j'au- 
rai ,  quand  la  petite  racine  est  la  réelle  à  cause 

dè/;,<4, ;P>^; puis J ^p.;^J^  , d'où Q<i^*; 

C  C  ; 

p^<     ■    —.  La  même  incertitude  a  lieu 

^98  — a  A' 

.  pour  la  direction  de  £4.  quand  la  grande  racine 

est  réelle ,  et  Ton  a 

C  oC 


B  — ^4      ^  "9B  — :2A* 
Toutes  les  loix  de  la  direction  des  quasi-- 
valeurs  sont  résumées  dans  le  tableau  ci-joint: 


|64  TBAITi   ÉI.£H£1ITAII11! 


Qn  peut  voir  maintenant  que  tçutes  les 
directions  qu'on  vient  d'exposer,  se  trouvent 
conformes  à  tous  les  exemples  du  tableau, 
page  178.  On'voit  d'abord  que  les  directions 
des  quasi-valeurs  originelles  appartenant  à  des 
racines  réelles  ou  imaginaires,  «-,  f ,  4»  ^ot 
toutes'  conformes  aux  loix  qu'on  vient  dp  déve- 
lopper. 

Ou  peut  voir  que  pour  les  sept  premiers   * 
exemples ,  dont  toutes  les  racines  ont  le  même 
signe  ,  on  a  constamment p,  >  «  et  p,  >  jfc», 
el  pour  les  racines  imaginaires^,<;w,  p.-Cifw, 
jï,<^-J')/îi<*4;  «it.»  qii'ien  général ,  il  n'y  a  que 
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1«;  ^q^aasi^^ÂleuF  complète  de  la  petite  racwe> 
qui  ait  une  direction  déterminée  par  une  loi 
constante  dans  toutes  les  équations  dont  le» 
Facines  ont  le  même  signe ,  quoiqu  ils'y  trouve 
des  racines  innaginaires ,  pourvu  que  la  petite 
racine  soit  r-éelle. 

Quant  à  la  quasi -valeur  complète  de  la 
grande  racine  Jkpj  on  peut  riemafquer  que 
dans  le  troisième  exemf^e  on  a  p<Cf  etpKjsp  9 
parce  qu'on  a 9  en  même  temps ,  *]>^  ;  dans 
les  autres,  depuis  le  premier  jusqu'au  sep- 
tième ,  on  aLp>ip,  parce  que  l'on  a/i^>^. 

On  peut  remarquer  que  dans  les  exemples 
cinq  et  six ,  où  Ton  a  pour  la  petite  quasi- 
valeur  originelle  p,>> — '4>08^  />t> — 5,a3;  ces 
quasi- valeurs  deviennent  posi  tivfes,  />,  >opi09 , 
^^  Pt  >' 0,107 ^uand  ^^^^  ^"^  complètes,  et 
leur  direction  tend  vers  la  vraie  racine  qui  est 
=  I  dans  les  deux  exemples.: 

85.  J'bbserve ,  en  dernier  lieu ,  que  les  exem- 
ples six  et  sept  présentent  une  particularité  re* 
marquable  :  dans  les  autres  exemples  les  va«* 
leurs  de  w  et  de  ^ne  donnient  que  les  valeurs 
approchée^  des  racines  auxquelles  elles  corres- 
pondent ;  tandis  que  dans  le  premier  de  ces 
[  deux  exemples  la  valeur  de  p  est  la  valeur  exacte 
I  de  la  grande  racine  r=;2o;  et  dans  le  deuxième 
I       TT  donne  exactement  la  valeur  de  la  première 
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racine  â=ra  :  celayiebldece  que  ces  deux  ëqua*- 
tions  ont  deux  racines  égales.  Pour  en  conce- 
voir la  raison ,  imaginons  que  les  trois  racines 
d'u  ne  équation  soient  égales ,  elles  seront  toutes 
=:^Â.  S'il  y  en  a  seulement  d'eux  d^gales, 
l'inégalité  de  la  troisième  ne  peut  être  consi- 
dérée produite,  que  parce  qu'elle  aura  pris  à 
chacune  des  deux  autres  ^ne  quantité  égale 
ppur  l'ajouter  à  la  sienne,  si  elle  est  la  plus 
grande ,  ou  bien  parce  qu'elle  aura  retranché 

• 

de  sa  taleur  une  quantité  qu'elle  aura  partagée 
égâlemienf  entre  les  deux  autres  ,  si  elle  est  la 
plus  petite.  Soit  donc  z  la  quantité  ajoutée 
ou  retranchée  de  chaque  racine  égale ,  on  aura 
JE)  ^rir^i' A  ±  r ,  psfcjArtz  pour  les  deux  racines 
égfttes  etp  =  fA=f='2iif  pour  la  racine  inégale. 
La  somme  des*  produits  de  ces  trois  valeurs 
multipliées  deux  à  deux  est,  toute  réduction 
faite ,  =  j  A' — 3z'  ;  or  comme  la  somme  de  ces 
produits  2=  B ,  on  aura  A*  —  9^*  =  3B  ;  d'où 
j5  =  jV^A* — 3B  :  donc  la  racine  inégale 


j9  =  j(A::f:2  V^  A*  — 3B  =?«•  ou  (p  ; 

donc  la  valeur  dcf  ••  ou  de  ?  doit  être  exacte- 
ment égale  à  la  valeur  de  la  racine  inhale ,  et 
n  ou  ^  à  la  sommée  des  deux  raoînes  égales. 
'    La  même  particularité  a  lieu  pour  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés  qyii  ont  tQut^s  leurs 
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racines  égales ,  moins  une ,  et  on  le  démpntre 
par  i«>méme  principe. 

De  la  concentration,  directe. 

86.  Ce  qu'on  a  dit  jusqu'à  présent  n'a  eu 
pour  but  que  d'assigner  les  quasi*valeurs  ex- 
trêmes de  lequation  ,  et  elles  Se  trouvent  en- 
core quelquefois  assez  éloignées  de  la  valeur 
des  racines  auxquelles  elles  correspondent.  Il 
s'agit  maintenant  de  les  y  faire  aboutir.  Je  com- 
mence par  le  cas  où  les  racines  sont  toutes 
réelles,  et  je  suppose,  en  même  temps ,  qu'elles 
sont  du  même  »gne« 

Pour  concentrer  d'abord  la  petite  quasi- 
valeur ,  on  a,  d'après  le  tableau  oî -joint, 
p,>>v,  pr>iw  et  «-<iv  que  je  mets  sous  cette 


forme  <  A     A.  Maintenant  de  p^'>^w  on  a 
[Pi    Pt  '^^^ 

Jt»^  — AJlir*  +  B*w— C<;o, 

1»  »  .  c       .  c 

dou  Aw^T— : — ^,    '      ^  a=  <  ^      ■  ■  *     ,  ou 

c 

k'^<Kv  :  de  même  que  «•<;■■  setrans- 

forme  en  «•  <  htr. 
£u  même  temps  1^  même  inéquation  pi'>kw 

.  C 

donne  P<tn,  d'oùp,>- — -r=r$  <>«p.>*'*; 

•  nT-#"* 
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c 

par  la  même  raison  encore  que  p,  >  ■  '' 

donne  p^^k^  :  donc  on  a 

A        /\  /\ 

J»I      Pi         Px 

J)ep,>kw  on  a  encore  JtV— Ai'»* +BJtV— C<o, 

d'où  it'*< ^7 ou  *'»<Jt'».  Et  de  la 

même  inéquation  j5,>^'4r ,  on  a  P<A'n;  puis 

On  voit  que ,  par  le  même  raisonnement  ^ 
on  aura  *V <*'"••  et  p,>k'''w  ;  et  ainsi  de 
suite  :  on  aura  donc  la  série  suivante  : 


»<*,^<Fw<r^<*'^^-r,  etc.  I 

07.    A        A  A  A  A  >  =pi» 

-Pi       Pi  Pt         Pt  Pi  J 

Dans  cette  série  les  termes  ^ y,  it'w  etc.  iront 
toujours  en  croissant  ;  mais  là  direction  cons- 
tante Pi^k/9 ^  Pi>k''9 ^  etc.  fait  voir  qu'ils 
n'atteindront  jamais  la  valeur  exacte  de  la 
petite  racine ,  et  qu'ils  s'en  approcheront  tou- 
jours :  de  sorte  que  la  limite  de  cette  série  sera 
la  valeur  de  p,. 

Si  l'on  donnait  à  w  une  augmentation  de 
valeur  qui  la  rendit  plus  grande  que  la  petite 
racine  p, ,  on  aurait-  d'abord  (61) ,  en  appe- 
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lant  v'  f  cette  quasi-valeur  w'^k^.  Ensuite  dt 

V 

rinéquation  />,  <  ^' ,  j'ai 

A»'^^  — A*»"+Bilw'— C>o; 

puis....  ^*'>p      .    ,  ,^>h'w'. 

De  la  même  inéquation  p,<i«p',  j*aiP>itn'; 

puis  *nV>Pp,  d'oùp,<- — T— r-/  en  rai- 

8oiin.ant  de  même  pour  les  termes  suivans» 
j'aurai  encore  la  série  convergente  : 

aa    V>ifcr>itV>*V>rV,etc.l 

OO.    V        V  >/  V  V  >  ^^Pi  > 

p,    Pt      p,      p.      Pf  J 

qui  aboutira  encore  à  la  valeur  de  p^  par  une 
direction  contraire  à  la  première. 

.  89.  J'aurai  toujours  cette  série  de  concen- 
tration, tant  que  je  donnerai  à  «*  une  valeur 
qui  n'excédera  pas  la  seconde  racine  de  p^. 
Supposons  qu'on  lui  donne  une  valeur  w'^^p^ , 
alors  on  aura  w'''  — Air'*  + Bw'— C<o;  car 
cette  inéquation  sera  alors  composée  des  trois 
facteurs  («'"—a)  {w—b)  (»'— c),  qui  n'aura 
plus  que  le  facteur  «r^ — c  de  n^atif.  On. aura 

donc  »'<- ^-^  =  <it»'';  de  là  si  n'  con- 

B— n  w 

tinue  d'être  ^\  avw  jp*<f"  ©»  wr*  5  V>]Pp , 
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d'où  P»<.£ — 7^7r7=^^^'^'*  ^^  ^  donc  ce« 
rapports  d'inéquation  ir'^Ci^tr'^  dans  lesquels 

P^       Pm 
on  voit  que  la  latitude  de  p^<^kw''  est  plus 
grande  quenelle  de  p^^*"»  et  par conséqu^ttt 
Air"  s'éloigne  de  la  valeur  au  lieu  de  s'en  rap- 
procher. 

Si  on  continue. cette  série,  on  aura  *»:*<[ it^^^i 
et  toujoursj94<A:'«''',  par  le  même  raisonne- 
ment qu'on  vient  de  faire.  On  aura  doncf  une 
série  divergente,  dont  tous  les  termes  éii  crois- 
sant aboutirpiit  kp^  de  cetté-.mànière  ; 

p.  ^    p^    '    A 

Ainsi  donc ,  si  l'on  donne  à  «r  une  valeur  plus 
petite  que  p, ,  il  en  résulte  une  série  de  con- 
centration qui  aboutit  à'/>^:,  et  qui  par  consé*- 
queilt  ^'éloigne  de  p^.  Et  si  ••  acquiert  une 
valeur  plus  grande  que  p^ ,  il  en  résulte  une 
autre  série  de  concentration  qui  aboutit  à  p^y 
et  qui  s'éloigne  par  conséquent  encore  de  /?,. 
De  sorte  que. la  seconde  racine  n'est  pas  sus- 
ceptible de  concentration 

QP*  MaiAtenant  si  on  donne  à  w^'  une  valeur 
qui  la  fasse  dépasser  la  troinètne  racine  p^ ,  oa 
arrivera  à  la  quasi-yalefv  de  la  dernière  racine 


;*»''<r'w',  etc.) 
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p,<C(P  qu'il  $'agit  de  concentrer.  On  a  tu  qut 
sa  quasi -valeur  complète  a  deux  cas  : 

P,<*(P «  ♦>♦♦ 

jTe  in*oceupe  d'abord  du  premier  de  ces. deux 
cas.  On  a  alors  cet  ensemble  de  rapports  d'iné- 
quation   ç>k^.   Ensuite  de  pi^kfy  on  t 

it(p^.^A*^*+BA:(p  — C>o,  d'où  *f>A'ç.  De 
la  même  inéquation  ,  on  a  P>>X:^,  d'où    * 

C 


On  a  donc  la  série  de  concentration 

Ql.    V  V  V  V  V 

«dans  laquelle  les  termes  se*  rapprocheront  de 
plus  en  plus  de  p^ ,  et  aboutiront  à  sa  valeur. 

Supposons  que  Ton  donne  à  9  une  valeor  #' 
qui  soit  plus  petite  que  la  troisième  racine 
,P) ,  on  aura  en  conséquence  /?)  >  f  9 .  et  de  là 
f'^  — A^'*  +B^' — C<o,  parce  que  des  trois 
facteurs  (^' — a)  (jp[ — i)  (^^-^c)  dont  ert  com- 
posée cette  inéquation,  le  dernier  ^'-— c  çst  alors 
négatif.  Oli  aura  donc  ^'<  k  / .  Ensuite  de/?5>  f ', 

C 

on  a  P<*^  *y<Pp;  puisp,>  ^^^,^,  =^>kf\ 
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Oû  aura  donc  p  <jkp' ,  et  de  ces  rapporta  dMnë- 

Ak      .    A 

P^        Pi 

quation ,  on  trouvera  par  le  xbéme  raisonne- 
ment la  série  de  concentration 


^^     ♦'<**'<JtV.<rf<r>,  etc 

92.     A  A  /N  A  A 

P^        P,  P^  P^  P^ 


Ainsi  l'on  voit  que  la  troisième  racine  peut 
être  concentrée  par  deux  séries  de  concentra- 
tion opposées,  qui  aboutissent  toutes  les  deux 
à  la  valeur  de  la  racine  comme  la  première. 

93.  Si  l'équation  avait  quatre  racines,  on 
verrait  que  la  quatrième  aurait  deux  séries  de 
concentration  divergentes  opposées  J'upe  à 
l'autre  comme  la  seconde  ;  c'est  une  suite  né- 
cessaire  dé  la  concentration  convergente  'de  la 
troisième  racine.  Si  l'équation  avait  cinq  ra- 
cines, la  cinquiènie  aurait  par  cette  raison  une 
double  série  convergente  de  concentration  ^  et 
ainsi  de  suite,  comme  on  le  verra  ci-après. 

94»  On  suppose  dans  cette  théorie  que  la 
somme  des  deux  racines  P  est  plus  grande  que 
là  troisi'ème  racine  vi .  îVïais  si  le  contraire  avait 
lieu  ;  et  si  l'on  avait  *<p^ ,  dans'  ce  sécôrid  cas , 
on  ap5<;^  etp5>A:^;  on  a  donc  à  jplus  forte 
raison  ^•<  A:  ç  ;  mais  alors  k^  a  dépassé  la  vaieùir 
de  p^,  et  la  latitude  de  f<^kp  est  égale  à.la 
somme  des  latitudes  de  p^  <^  f  et  pj  >  â:  f  j  il  ne 


9 
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l^ut  donc  en  résulter  qu'une  se'rie  divergente 
et  Tague  dont  je  ne  m'occuperai  pas. 

95.  On  voit  d'abord  que  quand  toutes  les 
racines  sont  du  même  signe,  il  n'y  a  que  la 
petite  racine  qui  puisse  toujours  se  concen- 
trer, parce  qu'on  a  toujours  P>/?,  et  n>». 
Mais  quand  les  racines  sont  de  différens  signes, 

m 

alors  la  relation  de  P  à  j9,  peut  varier  d  une 
infinité  de  manières  ;  et  Tanomalie  qui  en 
résulte ,  peut  se  porter  sur  toutes  les  racines. 
Au  reste ,  on  ne  considère  dans  cette  section 
que  les  équations  dont  toutes  les  racines  ont 
le  même  signe. 

96.  On  voit  que  quand  il  y  a  dés  racines 
imaginaires ,  ce  n'est  toujours  que  la  petite 
quasi-valeur  «•  ou  4  qui  puisse  se  compléter 
d'une  manière  invariable  lorsqu'elle  est  réelle  ï 
c'est  aussi  la  seule  qui  puisse  se  concentrer* 
En  effet ,  je  considère  le  cas  où  *•  ou  ^  est  réel. 
Si  c'est  V  qui  correspond  à  la  racine  réelle ,  on 
a  d'abord  ce  rapport  d'inéquation  (84)  »  >  A:  w 

Pi     Pi 
en  vertu  duquel  on  aura  encore  la  série 

»>A^» >*'*>*''*,  etc.  ) 

V        V  V  V  \  z=sp^ 

Pi        p.  Pi  Pi  ! 

Comme  on  a  eu  ci-dessus  la  même  en  «•  (8*/) , 

le  raisonnement  est  le  même.  Et  si  dans  ce  cas 

on  donnait  à  •*  une  valeur  «•'  qui  fût  moindre 

8 


•l 

r"' 
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que  p, ,  on  aurait  encore  par  le  même  raison- 
nement la  série  Contraire , 

w>kw>k'w'>k''w'>rw\  etc. 

A  A  A  A  A 

Pi        Pi  Pi  />i  Pi 

qui  convergerait  également  vers  la  petite  ra- 
cine. Ainsi  ces  deux  séries  de  concentration 
seraient  dans  un  ordre  inverse  de  celui  qui  a 
lieu  quand  les  trois  racines  sont  réelles  (87)  (88). 
La  même  chose  aurait  lieu  si  c'était  ^  qui 
correspondît  à  la  racine  réelle.  Si  l'on  a  *>^, 


il  en  résulte  lei  rapports  d'inéquation  <fr  <  A  ç , 

A  A 

Pi  P 

d'où  résulte  la  série 

Ç>k(p>  *'>  >  *'>  >  A"> ,  etc.  1 

A  A  A  A  A  >  =?p. 

Pî  P\  P^  Pî  Pî  i 

Et  si  l'on  donnait  à  ^  une  valeur  ^'  qui  surpas- 
sât p) ,  on  aurait  une  autre  série  contraire , 
comme  pour  w,  et  ces  deux  séries  conver- 
gentes seraient  inverses  de  celles  qui  ont  lieu 
quand  les  trois  racines  sont  réelles  (91)  (92}. 

Si  *<Cp^5  on  ap>^,  p^<ik^^  d'où  l'on  ne 
peut  avoir  une  série  de  concentration ,  comme 
ci-dessus  (94) ,  mais  seulement  deux  limites 
opposées  entre  lesquelles  se  trouve  la  racine. 

97.  Si  le  radical  originel  est  imaginaire,  la 
mè^e  chose  a  encore  lieu.  Si  c'est  la  petite 
racine  qui  est  réelle,  on  a  p<7  A  oup<;4  (84)^ 
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C'est  le  cas  où  SC>o;  on  a  alors  ^  >*4i 

V.  V 

p^     p 

d*où  l'on  tire  encore  la  série  cx>nvei^ente 
98,  V         V  V  V  V  Lssy,. 

Pi         p.  Pi  p.  Pi  ) 

Si  l'on  donnait  à  4  une  valeiur  4^  plus  petite 
que  j9, ,  on  aurait  encore  une  autre.  wtf\0  qui 
convergerait  dans  un  sens  opposé^  comme  «. 

En  deuxième  lieu  ,  si  l'on  a  «^C^p^  et  en 
conséquence  jo  >  7  A,  ou  />j  >►  4.  D'abord  ««  r<Mi 

Pt  ^  4 

a  P>Pî,  à  cause  de    \^p)  onaP>4;  puis 

à  cause  de  p^!::>4>  on  a  P<;t^  :  donc  ^  c^t 
trop  grand  et  4  trop  petit  ;  d'où  ^  4  <  Pp  (8a)  ; 

puis  Q  <  B  -  ^  4  ;  enfin  p^  >  ^3^  =>*4. 

Ensuite  de/?,  >4 ,  00  a  4^— .A4*+B4— C<a, 
d'où  4<^4  •  on  a  donc  les  rapports  d'inëqua- 

4<*4 

tion  ^    ^  ;  desquelles  on  conclura  la  série  con- 

PV  Pî 
vergente. 

4<*4<*'4<*^4<^'"4,etc.] 

Pî        P?         Pî  Pi  Pî  3 

Et  Von  aurait  de  même  iwe  autre  série  de  con^ 
centration ,  en  sens  contraire  »  si  Tofi  donnait 
à  4  une  valeur  4'  >Pv 
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En  deuxième  lieu  ,  si  P  <Cpi  %  on  aura  une 
série  de  concentration  divergente ,  comnae  ci- 
dessus  ,  par  rapport  à  p  (94). 

100*  Je  ne  m'occuperai  pas  ici  de  la  con- 
centration de  la  partie  réelle  des  deux  quasi- 
valeurs  qui  répondent  aux  deux  racines  imagi- 
naires ;  on  verra  ci-après  comment  on  peut  y 
parvenir. 

On  voit  donc  que  dans  toute  équation ,  dont 
les  racines  ont  le  même  signe ,  la  petite  quasi- 
valeur  est  la  seule  qui  puisse  se  concentrer 
d'une  manière  invariable ,  pourvu  qu'elle  soit 
réelle  ,  soit  que  l'équation  ne  contienne  que 
des  racines  réelles,  soit  qu'elle  en  contienne 
d'imaginaires.  C'est  aussi  de  celle-là  seule  dont 
on  fera  usage  dans  le  calcul  des  inéquations  et  | 
à  l'aide  de  laquelle  on  parviendra  à  trouver 
toutes  les  racines  de  l'équation. 

Quand  les  racines  sont  toutes  négatives, 
c'est  la  petite  quasi-valeur  ^;  et  quand  elles 
sont  toutes  positives  ,  c'est  la  quasi  -  valeur  ^ 
qui  se  trouve  alors  la  plus  petite.  Quand 
toutes  les  racines  n'ont  pas  le  même  signe , 
cette  régie  générale  n'a  plus  lieu  ;  mais  on 
verra  dans  le  deuxième  mode  de  solution 
comment  on  parvient  généralement  à  concen- 
trer les  quasi-valeurs  «-  et  ^  ,  quel  que  soit  le 
signe  des  différentes  racines. 
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Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d'entrer , 
relativement  à  la  concentration  de  la  grande 
quasi  -  valeur ,  n'ont  pour  but  que  de  déve« 
lopper  la  théorie  du  calcul  des  inéqiiations  et 
pour  faire  voir  que  les  anomalies  qu  il  semble 
présenter  dans  ses  résultats  sont  soumises  à  des 
loix. 

L'anomalie,  qui  a  lieu  ici ,  dépend  de  la  re« 
lation  de  P  à  /y ,  et  quand  les  racines  sont  de 
diffërens  signes ,  cette  anomalie  peut  avoir 
lieu  relativement  à  toutes  les  racines.  Voilà 
pourquoi ,  de  tout  ce  qui  précède ,  j'extrais 
seulement  cette  règle  générale. 

loi.  JDans  l  équation  générale  du  troisième  Règle  gé« 
degré  x  4-  A«*  ■+-»»  +  Gs=:o ,  la  petite  quasi' concmtn^ 
valeur  ^^si  elle  répond  à  une  racine  réelle ,  °"** 
est^a  seule  susceptible  de  se  concentrer  par 
une  loi  invariable^  si  toutes  les  racines  sont 
négatives  y  et  quand  elles  sont  toutes  positives, 
cest  la  quasi -valeur  ^  qui  a  cette  propriété* 

On  verra  que  cette  loi  s'applique  aux  éqùa* 
tiens  de  tous  les  degrés.    ^ 

102.  Il  s'agit  de  confirmer  ce  que  je  viens 
de  dire  par  des  exemples.  Je  prends  le  premieir 
du  tableau ,  j'ai ,  en  opérant  toujours  par  la 

C 
formule  générale ,  p,  >  - — -—  • 
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,  <r  z^  ^,8453  ^  A  proportion  que  Toa  con- 
it  «-  ?:;=  0,1903  1  centre ,  on  se  rapproche  plus 
i'^  ^  ss=  0,96  >  lentement  de  la  valeur  (  on 
^'^^"^^=$0^973  I  verra  ei«»aprèa  les  moyens  de 
e<cL  j  a  en  rapprocher  plua  rapide- 

ment ).  En  attendant  on  peut  arriver  assez 
proniptement  à  la  racine  à  l'aide  de  cette  pre- 
mière méthode. 

Axi  lieu  de  continfuer  la  concentration  avec 
le  nombre  prëcia  que  j  obtiens ,  je  complète  la 
dernière  ou  Tavant-dernière  décimale  ;  je  suis 
sûr  que,  si  par  cette  opération  j'ai  franchi  la 
valeur  de  la  racine^  j'obtiendrai  par  la  concen- 
tration une  valeur  plus  petite  que  celle  que 
j*avaiâ  prise )  et  qui  me  ramènera ,  en  sens  con* 
traire  ^  à  la  valeur  de  la  racine ,  comme  on  peut 
le  conçl-ui*^  d'après  les  séries  de  concentration 
opposées  (87)  (88).  Pan$  ce  cas-ci ,  si  je  com- 
plétais ravant-dernièr^  décimale,  j'arriverais 
à  la  vraie  valeur  =f:4  ;  jç  franchis  à  dessein  cette 
valeiir ,  et  je  fais  ^»'?f4  i  >  i^  j'obtiens  par 4a  con- 
centration A:  «"'=1,06  ;  comme  cette  valeur  est 
plus  petite  que  *«• ,  je  conclus  que  j'ai  franchi 
la  limite  de  la  valeur.  Par  ce  moyep  j'ai  obtenu 
^artificiellement  une  liipit^  opposéçi  à  la  pre- 
mière. 

On  peut  observer  que  cette  deuxième  limite 
n'est  prise  que  par  tâtonnement ,  je  l'emploie 
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ici  provisoirement  :  dans  la  section  suivante 
on  obtiendra  y  par  une  formule  algébrique, 
une  valeur  de  x  qui  donnera  une  limite  oppo- 

sée  à  la  limite  p  >  -— qu'on  a  obtenue 

dans  c^tte  section* 

lo5.  Maintenant,  à  l'aide  des  deux  limites 
opposées  que  je  me  suis  procurées ,  je  puis par- 
yenii*  au  .centre  de  la  valeur  par  deux  moyens. 
X.e  premier  est  appuyé  sur  cette  propriété  des 
séries  de  concentration  ;  savoir,  que  plus  on 
approche  de  la  valeur  ^  plus  les  pas  de  con- 
centration sont  petits  :  cela  posé  en  compa- 
rant *"'»•  =  0,96,  avec  *'"'»  =  0,973,  j'ai  pour 
différence  o,oi3  ;  c'est  le  pas  de  concentra- 
tion.  Et  en  comparant  la  valeur  excédante 
A'Sf'rz:!,!  avec  ^'/»'=i,o6,  le  pas  de  con- 
centration =  0,04  qui  est  plus  grand  que  l'au- 
tre ;  cette  limite  est  donc  plus  loin  de  !«  vraie 
valeur  ;  je  la  concentre  et  j'ai  it"''»'=  ï,oaj^  ; 
j'ai  alors  pour  différence  entre  ces  deux  der- 
nières o,ox3  ,  qui  est  la  même  que  celle  de 
r '^  à  k'''^  ;  j'ai  donc  r'^  et  k''^'  à  égale 
distance  de  la  racine,  je  les  additionile  et  j'en 
prends  la  moitié ,  ce  qui  me  donne  la  valeur 
de  la  racine  =  i .  '  . 

lo4.  Par  la  deuxièihe  méthode  j'additionne 
immédiatement  les  deux  limites  opposées  , 
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0,973  avec  k' "^^  =z  i  ,06  que  j'ai  par  une  pr«&. 
mière  concentration  ;  j'ai  pour  quasi -valeur 
moyenne  i,o3;  j'ignore  si  elle  est  en-deçà   ou 
au-delà  de  la  racine  ;  mais  en  la  concentrant 
j'obtiens  1,02  ;  je  conclus  que  je  suis  au-delà  ; 
j'additionne  encore  cette  dernière  quasi-valêur 
aveé  la  limite  opposée  k    '^=0,973 ,  j'ai  pour 
quasi-valeur^  moyenne  0,997',  j^  '^  concentre 
encore  et  j'obtiens  la  quasi-valeur  0,9995.  On 
voit  avec  quelle  rapidité  on  concentre  encore 
par  ce  moyen. 

Il  en  est  de  même  des  autres  exemples  â^n^ 
lesquels  les  racines  ont  le  tnéme  signe,  on 
peut  toujours  concentrer ,  de  la  même  ma- 
nière ,  la  petite  quasi-valeur  ,  pourvu  que  la 
petite  racine  soit  réelle,  quç  les  autres  soient 
d'ailleurs  réelles  ou  imaginaires.  Je  prends 
l'exemple  vingtième  du  tableau  ,  dans  lequel 
on  a  y — r.  L'inéquation  de  condition  SC'^q 
apprend  que  c'est  la  petite  racine  qui  est  réelle  ^ 
on  a  alors  /?,  -<4  »  puis 

4  =  1 ,6  )  Les  différens.de  la  çoncentratiou 
*  4  =  I  >a  >  tendent  à  la  vajl^ur  i ,  qui  est  c^lle 
A^'4  =  1 ,07  j  de  la  racii^e,  Je  me  procure  encore 
à  dessein  une  limite  opposée ,  et  je  fais  A4'  0,9^ 
j'ai  A'4  «0,96.  En  opérant  comme  ciTdessus, 
entre  cette  limite  trop  petites  et  la  limite  trop 
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grande  i'^'l  =  '  yOj ,  on  parviendra  plus  rapide  • 
ment  à  la  racine. 

Pour  faire  voir  que  la  grande  quasi- valeur 
se  concentre  également  dans  le  cas  où  Ton  a 
p^  <  P  »  je  prends  l'exemple  1 5  du  tableau  qui 
donne  SC=p2  r  l/r<[o ,  et  qui  par  conséquent 
^  i^'a  que  la  grande  racine  de  réelle ,  et  sa  quasi- 
valeur  réelle  est  p,>^=> 5,6666;  et  comme 
on  a  *  =  7,3333  =  >^p  cette  quasi-valeur  est 
susceptible  de  se  concentrer ,  et  Ton  a 

9  =  5^666  )  Les  différens  termes  tendent  à 
A  ^  =  5,802  f  laval(^urdelaracînequiest=6. 
k'p=^S^8^  I  Ou  peut  se  faire  encore  une 
k"p  =  5,95  )  limite  opposée,  et  aboutir  plutôt 
à  cette  valeur. 

Je  prendrai  encore  l'exemple  19  où  le  radical 
originel  est  imaginaire;  et  comme  on  a  SC<Coy 
il  s^ensuit  que  c'est  la  grande  racine  qui  est 
la  réelle.  On  a  donc  pj>4=>3>533.  En  la 
concentrant ,  j'ai  '  ' 

4  =  3,333  ]  Cette  progresssion  toujours 
A  4=  3,396  f  croissapte  et  dont  les  termes 
Jt'4  =  3ï46  I  différent  ei^tr'eux  de  moins  en 
t*4  ===  3,52  ]  moins,  c'ëist  ce  qui  me  fait  con- 
clure qu'elle  est  susceptible  de  concentration. 

Lorsque  p^7>^  j  là  quasi  -  valeur  que  l'on 
obtient  franchit  la  valeur  de  la  racine  dans 
toute  espèce  d'équation ,  comme  on  Ta  vu.  Si 


i^2  TRAITE   iLÉHENTAIRE 

rpn  concentre  ces  espèces  de  quasi-vâleui*s  ,  il 
en  doit  résulter  une  série  divergente  et  y^gue. 
Je  prends  Texemple  i5  du  tableau  qui  donne 
4$Cqp2r  V^<o ,  d'où  je  conclus  que  la  grande 
racine  est  réelle  ;  j'ai  donc  p>^=:>  19,87 34- 
Et  comme  dans  cet  exemple  ^  =  i4,i26(),  j'ai 
P'^^9  la  concentration  ne  peut  avoir  lieu,  et 
en  concentrant  9  j'ai 

9  =  19,8734  ]  On  voit  que  les  deux  termes 
/r^  =  20,2598  f  qui  approchent  le  plus  de  la 
Ar^p=  16,2265  [  racine  qui  est  ==:20,  sont  # 
A:'>=  19,57  )  et  A:0,  et  que  les  autres  s'en 
éloignent,  puis  s'en  rapprochent  v  puis  s'en 
éloignent  par  des  loix  qui  varient  à  raison  du 
rapport.de  P  à  p^ ,  et  qu'il  est  parfaitement 
inutile  de  discuter. 
Dciacon-  io5.  Cependant  à  l'aide  des  deux  quasi- 
de  corn-  vaieurs  opposées  f  et  A^ ,  on  peut  aisément 

pensatioo.  •     i  1  1 

parvenir  à  la  racme  par  le  moyen  suivant,  que 
j'appliquerai  seulement  au  cas  où  le  radical 
originel  est  imaginaire ,  parce  qù*il  dispense 
d'un  plus  long  calcul.  Je  l'appelle  concentra-' 
iion  de  compensation  3e  prends  rexemple  i8 
du  tdbleau  où  l'on  di  SG<io:  d'où  ie  con- 

'    •     .  J     L    1  i  i 

dus  que  la  grande  racine  est  réelle;  j'ai  donc 
p^^-^z^ >►  0,6667 •  Pour  savoir  ^\  j'ai  /j^ > 4 
ou  p,  >^  4  j  je  concentre, 4  >  et  j'ai 
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4  =  0,6667  ]      *^  ^^^^  m^^  cette  série  di- 
A-  4  ==  a»42i5    /  vague,  j'ai  d'abord 
^'4  =  5,5195  r  *4>7A=>i,535; 

A-*4=iî^7  ^  le  terme  suivant  augmente; 
puis  celui  qoe  j'obtiens  après  diminue.  Je  con- 
clus que  la  valeur  est  entre  4  et  Jt4*  Taddi- 
tionne  ces  deux  quasi-valeurs ,  et  j'en  prends 
la  moitié,  qui  me  donne  la  quasi -valeur 
moyenne  ft=i,5458;  je  la  concentre  tou* 

Q 

jours  par  la  formule  Jf>>  5 ?  qui  est  ici 

p> -—  j  j'ai  A"ft  =  2,3266.  J'en  prends  de 

même  la  quasi-valeur  moyenne  entre  ft  et  J^/k, 
que  je  concentre  de  même,  et  j'ai  k'fd.  \  je  prends 
\a  quasi-valeur  moyenne  entre  */u  et  *V* ,  et 
ainsi  de  Suite,  comme  on  voit. 


4  =  0,6667)  5^53. 

C.,..:....:.^''^y"^i =^ 

k'f/ 2,07333 

k  f*. , 

k/*  "  . . .  •  • ,....,  f  « 


>^J  U,ooo4   \ »A*". 

•  •  1  »g9fi»  )  V  3,oooo4  =  /uiT. 


On  voit  qu'il  est  ïtiiîtHè  de  prolonger  cette 
espèce  de  série  plus  loin ,  et  que  la  racine 

lo6.  II  faut  bien  remarquer  maintenant  que 
cette  méthode  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque 
lesTâcihes  sont  du  même  signe,  ainsi  que  les 
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méthodes  précédentes.  Mais  lorsqu'il  y  a  Aes 
racines  imaginaires,  on  ne  peut  pas  conclure 
que  toutes  les  racines  sont  du  même  signe  ^ 
quant  à  leur  partie  réelle ,  lorsque  les  coëffi— 
ciens  de  la  proposée  sont  ou  tous  positifs 
ou  alternativement  positifs  et  n^atifs.    Par 
exemple  l'équation  x^  +  2x^^iàx+}5  =  o  an- 
nonce par  ses  coëfficiens,  tous  positifs,  que  les 
trois  racines  sont  négatives  ;  elle  est  néanmoins 
composée  des  deux  facteurs  (a: -4-  5)  (a?* — x-^  5)  , 
dans  lesquels  la  partie  réelle  des  deux  racines 
imaginaires  est  positive.  Le  radical  originel 
dans  cette  équation  est  imaginaire,  et  la  racine 
réelle  est  la  plus  grande.  Dans  cet  exemple ,  si 
l'on  emploie  la  méthode  ci -«dessus,  au  lieu 
d'aboutir  à  la  vraie  racine  ,  on  aura  une  série 
qui  s'en  écartera  et  qui  divaguera ,  comme  cela 
a  lieu  dans  toutes  les  équations  dont  les  racines 
ou  les  partiesr  réelles  des  racines  ont  des  signes 
différens. 

Mais  maintenant  les  méthodes  qu'on  vient 
de  développer  suffisent  pour  résoudre  les  équa- 
tions dont  les  racines  <mt  des  signes  différens  ; 
il  suffit  pour;  cela  de  donner  à  l'équation  une 
préparation  qui  rende  toutes  ses  racines  du 
même  signe  ;  elle  consiste  seulement  à  faire 
x=y+a,  eu  donnant  à  la  quantité  a  fine 
valeur  tel|e ,  que  la  substitution  de  ^+ a  dans 
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l'équation  rende  tous  ses  coefficiens  positifs. 
Si  les  trois  racines  sont  réelles,  elles  devien- 
dront toutes  trois  négatives.  Et  si  les  coeffi- 
ciens étant  tous  positifs ,  elle  contient  des  ra- 
cines imaginaires  qui ,  par  leur  composition , 
rendent  tous  Içs  coefficiens  positifs ,  quoiqu'il 
y  ait  des  valeurs  positives  dans  l'équation , 
comme  dans  le  dernier  exemple,  alors  il  faudra 
donner  à  la  quantité  a,  dans  la  substitution 
de  ^+a,  une  valeur  telle,  que  la  concen- 
tration alternative  puisse  converger  vers  la 
racine. 

Par  exemple,  si  j'ai  une  équation  composée 

des  facteurs  (x — 3)  (^ — i)  (ar+a)  ;  en  faisant 

x=y  -J^  4:  j   cette   substitution  donnera  une 

équation  dont  les  trois  facteurs  seront  (y+i) 

{^-^5}  (y+6)=:Oy  et  la  quasi-valeur  «-  qui 

correspondait  à  la  première  racine  a?  =+5, 

correspond  à  la  première  racine ,  qui  est  la 

plus  petite  x  =  —  i .  Et  dans  l'exemple  cî- 

dessud,  dont  les  deux  facteurs  sont  (x+5) 

(jc»— ar-4-5)  =  o ,  si  je  fais  xz^jr  +  a^  ils 

deviendront  ( j^  +  6  )   (jr*  +  ^y  +  5  )•  ^=:  o  ou 

j^^4-8y'-t-i7y+5o=o,  et  la  valeur  réelle  de 

cette  équation  pourra  se  concentrer  par  la 

méthode  alternative  ci-dessus.  • 

Je  ne  déterminerai  pas  quel  est  le  ^nimum 
àt  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  la  quantité  a 
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pour  obtenir  ces  rësultaU;  cette  dëterininalîou 
est  parfaitement  inutile.  £t  tout  ce  que  je  viens 
de  dire  ici  relativement  à  la  concentration  d^ 
la  grande  quasi-valeur,  n'a  eu  pour  but  que  de 
développer  le6  ressources  du  calcul  des  inë^ 
quations.  On  voit  que  la  méthode  de  la  réso» 
lution  en  p  >  qui  ne  fait  que  la  première  partie 
du  premier  mode  de  solution  ,  suffit  pour 
résoudre  toute  espèce  d'équations.  Il  en  résulte 
seulement  des  discussions  pour  les  différens 
cas ,  et  des  opérations  dé  calcul  dont  on  est 
dispensé  dans  le  second   mode  de   solution 
qu'on  développera  ci-après;  il  ne  restera  plus  à 
faire  usage  que  de  la  loi  de  concentration  (loi) 
qui  appartient  aux  équations  dont  les  racines 
ont  toutes  le  même  signe.      ^. 

Il  reste  à  développer  une  autre  loi  invariable 
de  concentration  qui  appartient  aux  équations 
dont  les  racines  n'ont  pas  le  même  signe ,  et 
dont  on  fait  uaage  daha  le  second  mode  de 
solution  pour  la  concentration  dans  le^i  équa^ 
tionsqui  contiennent  des  racines  imaginaires; 
la  voici  : 

107  •  Qucmd  toutes  les  racines  sontpesitwes 
en  p  ou  négatives  en  x^  excepta  la  première  y  sa 
çuasi'Paleur  «•  peut  se  eoncentrer  par  une 
série  alternative  et  convergente  si  elle  est  la 
plus  petite  quasi^valeur  en  nombre  j  et  quand 
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toutes  les  racines  sont  négatives  en  p  ou  posl- , 
tipes  en  X  j  la  quasi-valeur  ç  peut  également . 
se  concentrer  pourvu  qu^elle  soit  aussi  la  plus 
petite  en  nombre. 

Pour  le  faire  voir  ,  en  reprenant  les  deux 
inéquations  originelles  /?,>'«',  P  <CJ^ ,  la  pre- 
mière étant  pronégaiive  équivaut  à />,=: — <C'Vy 
en  la  rendant  métanégative  ;  de  sorte  que  n 
et  ^r  sont  tous  les  deux  trop  grands,  et  par 
conséquent  on  a  n^^^Pp^  à  raison  des  deux 
facteurs.  Cela  posé  dans  l'équation  Q=B — Pp, 
comparée  avec  l'inéquation  Q  |j  B — II'»,  si  on 
fait  ressortir  le  signe  négatif  de  «- ,  on  aura 
dans  ce  cas^ci  Q<CB+n'7  ,  et  par  conséquent 

p,  =  —  >-- ;  (en  faisant  ressortir  le 

^^  B  +  n«      ^ 

signe  de  C  et  en  considérant  les  termes  de 

cette    inéquation    indépendamment  de  leur 

signe  négatif)  ;  d'où  p  =  — >*«•  qu'on  peut 

encore  exprimer  par  Pi  >—*(**).  Ensuite  de 

cette  inéquation  et  derautreoppo8ée/>=— ^«' 

ou  p<:;  —  f 'v)^  on  en  conclnl  cet  ensemble  de 

rapports  d'inéquations-  métanégatives 

VA 

Pi  Pi 

Maintenant  de  p,  == — >it^  on  a  aussi  P>An^. 
car  si  k'v  était  intrinsèquement  négatif,  on  a^- 
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raît  p^H^t  et  par  conséquent  P>Â:rT  ,,et  en  ne 
consîde'rant  ces  deux  quasi-valeurs  que  comme 
des  nombres  indépendamment  de  leur  signe  , 
puisque  k^v  est  trop  petit,  il  faut  que  kiî  soit 
aussi  trop  petit  de  la  même  quantité ,  pour 
avoir  .n  —  *«-  =  A  ,  comme  on  a  P  +  jt>  =  A.  A 
est  la  différence  de  P  à/?  comme  de  An  à  *••  ;  il 
s'ensuit  que  l'on  airn«r<Pp  à  raison  de  ses 
deux  facteurs ,  d'où  Q>>B  +  /r n», 

d'où  p.=-<g-^  ou  p.  =-<*,. 

Ensuite  de  cette  dernière  inéquation  que  je 
fais  p<C — (A:*-) ,  et  de  la  précédente /?> — {kv) 
on  obtient 

P^  p.  Pr 

En  continuant  le  înême  raisonnement  pour 
les  termes  suivans  ,  on  aura  une  série  alterna- 
tive de  concentration  ;  c'est  à-dire  que  tous 
les  termes  iront  alternativement  en-deçà  et 
au-de^i  de  la  valeur  de  la  racine  je?,.  J'expri- 
merai cette  série  de  la  manière  suivante  ,  en 
mettant  hors  de  la  parenthèse  commune  le 
signe  négatif  de  tous  les  termes  qu'on  a  fait 
ressortir  de  leur  valeur  intrinsèque ,  et  qu'on 
VL  rendus  métahégatifs  : 
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^       /»>ihr<it'w>*"i»<lr"'«>*i^»,etc.\l 
Vi    Pt      7»,     /»!       A  Pt  /) 

Cette  sérié  se  décompose  en  ces  deux  parties  y 

— (*<itV<rV<it'^3r,  etc.)-(lrsr>iV>lr«T,>ifcTr^,  etc.) 

Or  xnaintenai^t  ces  deux  parties ,  ou  pluV^ 
ces  deux  séries ,  sont  les  mêmes  que  les  deux 
opposées  en  t  et  ^'  (  87  et  88  ) ,  dans  lesquelles 
on  aurait  supprimé  tous  les  termes  intermé- 
diaires ;  or  ces  deux  séries  n  en  seraient  ps^s 
moins  convergentes  vers  la  petite  racine ,  si  x 
et  kT  étaient  des  quasi-valeurs,  les  plus  petites 
de  l'équation  ;  il  en  est  de  même  de  celles-ci  ; 
c'est-à-dire  qu'on  a  alors  deux  séries  conver- 
gentes de  concentration  ,  l'une  au-dessus  de 
la  valeur  de  la  racine  et  l'autre  au-dessous. 

Si  toutes  les  racines  étaient  négatives  enp^ 
excepté  la  dernière  qui  correspond  à  ^,  on  ferait 
le  même  raisonnement  pour  la  concentration 
de  9  que  celui  qu'on  a  fait  pour,  celle  de  w  ; 
c'est-à-dire  qu'on  n^ aurait  une  série  de  concen- 
tration alternative  et  convergente  qu'autant 
que  p  serait  la  plus  petite  des  quasi-valeurs  de 
l'équation. 

log.  Il  est  aisé  de  connaître  quand  l'un  ou 
l'autre  de  ces  deux  cas  ont  lieu  par  la  forme  de 
l'équation  proposée  ou  par  la  nature  de  ses 
coêfficiens.  Je  commence  parla quasi-valeiir  «*. 

9 


V 
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Si  cette  quatî-Ts^leur ,  ^qui  est  la  plus  petite,  est 
seule  négative  eu  /? ,  U  faudra  d'al>Qrd  que  le 
coéffîcieut  A  qui  eicprimela  somme  des  xacines 
soit  positif.  Je  dis  que  B  doit  l'être  également. 
Car  «  qui  contient  la  somme  des  quasi-valeurs 
dfs  plus  petites  racines  doit  alors  être  positif; 

or,  son  expression  est  = =- — ; — .  II 

5 

faut  donc  que  Ton  ait  A>ï/A*  —  5B,  doù 
o>  —  5B  ou  B>o.  Quant  au  coefficient  C, 
comme  il  n'y  a  qu'une  seule  racine  négative 
en  p,  il  doit  être  négatif.  Donc  lorsque  la 
proposée  aura  la  forme  x^+Ax^+B x-^C  =  o , 
il  faudra  conclure  qu'elle  n'a  qu'une  racine 
positive  en  x ,  qui  est  la  première ,  et  qu'elle 
est  susceptible  de  concentration. 

Si  Ton  fait  maintenant  x==5  —  y,  on  aura 
l'équation  y^ —  Ay*  -f-  B;^+ C = o.  Dans  ce  cas , 
la  quasi-valeur  w  deviendra  ^,  qui  sera  la  seule 
quasi-valeur  positive  en  p  ^  ou  négative  en  or , 
et  elle  sera  la  plus  petite  des  quasi-valeurs, 
Donc  lorsque  la  proposée  aura  la  forme 

a:^  —  A*' -H  Bx -h  C  =  o , 

il  faudra  conclure  que  j^.  est  la  plua  }^etite 
quasi  -  valeur  en  nombre  ,  et  qu'elle  est  par 
conséquent  susceptible  de  concentration, 
lio.  Il  faut  bien  remarquer  que  pour  que 


> 
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la  concentration  puisse  s  effectuer  par  une 
série,  i\  ne  suffit  pas  ^fue:  la  racine  qui  est 
d'un  signe  différent  des  autres,  soit  la  plua 
petite  en  nombre  ;  il  fa<it  que  ^  quasirvaJeur 
soit  la  plus  petite  des  quasi-valeurs  de  1  équar*. 
tien  ;  il  faut  par  conséquent  que  *  spit  positif 
quand  elle  est  la  seule  négative }  il  faut  que  B 
soit  positif. 

Il  s'agit  de  confirn^er  tout  ceci  par  dès 
exemples.  Je  prends  l'exemple  lo du  tableau, 
qui  est  composé  d'avance  des  Auteurs  (^-^i) 
<:r+4)  (x+  5)  ;  on  voit  que  dans  Cette  ëquâtkHi 
le  coefficient  G  est  seul  négatif.  On  a  jkmr  U 
première  quasi-»Yaleur , 

'*' = -^  1 ,0452 1      On  Yoit  que  l'on  a  la  série 

*  »~'-^o,977A(  allernatiTO  de  temeg.  pt^ 
AV3^—f^i«j  négatif  p/>tr,  p^<^Jtn^ 
*'V^~.o,9g44]p,  >ir'(r,  etc.  en  en  faiaai^ 
ressortir  le  signe  ^  on.  a  la  série  des  tenue» 
inétané^ti£i  p -^ < «r  ,  p  ^^ >  Air  ^  etc« 

Je  prends  l'exemple  oozièiixe  du  tableau/ 
dont  le»  facteurs  sont  (ir *—  4>  (x — 5)  {x  ^  t ) , 
il  a  la  fotme  x^^i^Êkx^+^^C~(K  G'est  donc 
9  qui  est  susceptîUe  de  concentration  r  et  j'ai 

^  =  i^o55    1      On  voit  que  leç' termes  vont 

*  ^  —  O19644  >  alternativenpent  aur^elà  et  en-^ 
k'  (pzz:  i,oa4a  )  deçà  deJ  la  racine  =  i  et  ifu'ils 
s  en  approebeat  suoeesaîvemnit» 
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La  concentration  de  compensation  ,  qu'il 
est  nécessaire  d'employer  seulement  pour  les 
séries  alternatives  divergentes  ,  accélère ,  dans 
ce  cas-ci ,  la  marche  de  la  série  de  ooncentra- 
tion  ;  car  on  a 
»=i,o55    1  _ 

4^  =  0,9644  J  l  i,ooi5 

Jtf^ 0994  J 

kj/ o»999 

Je  prends  enfin ,  pour  dernier  exemple ,  le 
douzième  clu  tfid)leau,  dont  les  facteurs  sont 
(;c  — 3)(rtr+4)(ji:+5),  elle  a.  la  forme 
at^  +  Ajc*  — Bar  — C  =  o,  et  quoique  la  pre^ 
mière  racine  soit  la  plus  petite  en  nombre  , 
néanmoins  sa  quasi-valeur  ^  n'est  pas  la  plus 
petite  de  toutes  le*  quasi-valeurs  de  la  pro- 
posée, à  «ause  que  B  étant  négatif,  il  «n  ré- 
sulte que  *  est  négatif  «gaiement  ;  alors  elle 
n'est  susceptible  que  d'une  concentration  di- 
vergente. En  effet  on  a 

,r=5ï— 3,o3    ')    ^B.  voit  que  xîette  série  di- 
jt  ^=: — 3,809   (verge  en  s'éloignant  alterna- 

i'.-T== 3,38i3  j  tivement  de  la  racine  =  3  ; 

j^/>^_.„3^4af7  j  néanmoins,  par  la  série  de 
compensation,  on  parviendrait  à  cette  valeur 
à  l'aide  des  deux  premiers  termes  /x^et  kr. 

On  voit ,  en  général ,  que  la  série  de  con- 
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centration  ne  s'applique  inyariablement  qu'à 
la  quasi-valeur  de  la  petite  raeiae  dans  les 
équations  doAt  les  racines  oni  le  même  signe, 
et  qu'elle  s'étend  encore  dans  le  domaine  des 
équations^  dont  lUie  des  racines  a  un  signe  dif^ 
férent  des  antres,  pourvu  que  la  quasi-valeur 
de  cette  racine  soit  la  plus  petite  des  quasi- 
valeors  de  l'équation.  Telle  est  sa  limite ,  au- 
delà  de  laquelle  la  concentration  ne  présente 
que  des  séries- divergentes  et  vagues.  Mais, 
comme  on  le  verra,  cette  loi  générale  su£Qt 
pour  concentrer  tes  quasi-valeurs  de  toute 
espèce  d'équation. 

De  la  résolution  des  valeurs  dé  x  y  ou  deuxième 
méthode  de  solution  simple. 

1  l'i»  Cbtte  partie  consiste  à  résoudre  Té- 

quàtion* 

«*  +  P«r+Q=:o- 

Cette  équation  est  susceptible  de  deuic  solu- 
tions, la  première  en  exprimant  P  et  Q  en 
fonctions  de  ^<  et  de  ^  ;  la  deuxième  en  Tex- . 
primant  en  fonctions  de  n  et  ^.r 

P>* /  d'où   l  ♦<— .^LZli 

p— —  îlll9f  puis  /  Q  <—»•—•*. 


« 


puis,  à  cause  de  p  <^i  j'ai  Q>  * — • 

Ensuite  de«  deux  inëquatiQq% opposées  de  Q  , 

C 

j'obtiens  rinëquation  —  <— at*  —  *x  ;  d'où 

enfin  j'ai  rinëquation  du  deuxième  degré , 

C 

4?*  +  *^-J <Q» 


V 


Je  puis  résoudre  la  même  équation  en  em- 
ployant n  et  V  ;  comme  ces  quasi-valeurs  ont 
une  direction  contraire  à  celle  dç  *  el;  de  f  , 
j'obtiendrai ,  en  faisant  les  mém^s  opérations , 
cette  autre  inéquation , 

C 

Or ,  je  di«  maintenant  que  la  résolution  de  ces 
deux  inéquations  donne  la  double  formule  sui- 
vante ,  des  trois  racines. de  la  proposée,  en 
appelant  jî.^A?^;,  ^r,  ,  9f^  troi$  valeurs  $uc- 

1 1 2.  De  Tiiiéquatsaiicb #;.  De  Pinéquation  en  n. 


9 


pi  .      , i    •  • 

*3=— <^ .' .ir|=:-^>  r. 
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Il  s'agit  de  démoatm  les  difféventes  par* 

ties  de  cette  double  formule. 

C" 
ll3.  i^.  Dans  rinéquation  x^+*xA — <io 

le  coëfEcient  «  est  plus  petit  qtie  la  soonne  des 
deux  plus  petites  y  du  des  deilx  premières 
racines ,  à  cause  de  P  ]>  «  ;  et  le  demies  ter- 

G 

me  —  est  le  produit  C  des  trois  raciffesT  divise 

<P 
par  une  quantité  plus  grande  que  ïa  troisième 

racine  :  ce  quotient  est  donc  plus  petit  que  le 

produit  des  deux  petites  racines^  £eS  deux 

quasi  -  valeurs  de  cette  inéquation  doivent 

donc  appartenir  aux  deux  premières  racines 

de  la  proposée  ;  par  conséquent  l'expression 

1* —  P^  i*«— .  doit  appartenir  à  la  plus  pe- 

tite ,  et  l'autre  quasi-valeur  à  la  seconde. 

En  faisant  le  même  raisonnement  sur  Tmê^ 
quation  du  deuxième  degré ,  en  fonction  de 
n  et  de  cr,  on  voit  que  ses  deux  quasi-valeurs 
doivent  appartenir  aux  deux  plus  grandes  ra- 
cines de  la  proposée  ;  par  conséquent  l'exprès- 

sion^n  4- 1/^7^* doit  appartenir  à  la 

troisième ,  ac,,  et  l'autre  quasi-valeur  à  la  se- 
conde- 


formule ,  pour  l'obtenir  on  a  < 


Quant  à  la  troisième  Mcine  de  la  première 

d'où  — «r,<^,  ou  ^,>— ^  ;  et  enfin  a?,= — <;^ 
en  effectuant.  Ëxï  bpërant  de  même  pour  la 
prétnière  racine  de  la  deuxième  formule ,  on 

i;i4«  a\   Il    faut,  remarquer   maintenant 

qu'en  résolvant  l'une  des  deux  inéquations  du 

deuxième  degré ,  la  première  y  par  exemple 

•  C      ,       , 

ic*  +  *«  H —  ;  d'après  la  méthode  de. solution 

connue  ,  on  a  les  deux  quasi-yaleurs 


et  en  effectuaut  cf|s  dçu}(,  quasi -valeurs,  ou 
devrait  avoir 


^     ■  I  »  Il  I 

11  en  est  de  même  pour  la  résolution  de  Tine- 
quation  en  n.  • 

Cependant ,  dans  la  double  formule  ci- 
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dessus ,  on  a  transporte  le  signe  négatif  de 
l'autre  côté  du  signe  d/inéquation ,  sans  en 
changer  la  direction ,  comme  on  l'a  fait  pour  la 
troisième  racine  «  =  —  <C  ^  ,  et  comme  le 
prescrit  la  théorie.  Pour  en  développer  la 
raison  ,  je  considère  les  deux  équations  du 
deuxième  degré , 

X*  +  Ax  +  B=EO  et  ^•— Aa:  +  B  =  o; 

dont  la  première  a  ses  racines  négatives ,  et  la 
deuxième  ses  racines  positives  :  on  a ,  pour 
Tune  et  l'autre ,  également  cette  solution  : 

Jt  =— ^Ai/^A»— Beta;=^A±ï/iA-— B, 

c'est-à-dire  que  dans  ces  deux  solutions  on 
employé  le  double  signe  ±  de  la  même  ma* 
nière  ;  il  faudra  l'emplojer  ainsi  : 

a:=— ^qp^/x— ^  et«?=iA±v^±A*— B. 


Cette  distinction,  dans  les  équations ^  parait 
absolument  inutile ,  elle  présente  même  une 
futilité  insignifiante  ;  mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  le  calcul  des  inéquations  j  le  signe 
d'inéquation  fait  une  différence  entre  zb  et  q:?; 
et  je  dis  que ,  pour  la  résolution  de  l'inéqua* 

Q 

tîon  «*+*«+  -<o  ,  dont  les  deux  racines 
sont  négatives  par  la  forme  de  l'inéquation ,  il 
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faut  employer  le  sijgne  double  sp,  de  manière 
que  Ton  ait 


9 


*>  — 7»+|/i»*  — 7; 


et  en  effectuant  on  aura 


Ce  qui  donne  aux  quasi- valeurs  une  direction 
d'inéquation  qui  est  la  même  que  celle  qu  on  a 
mise  dans  la  double  formule  (n^)»  et  qui  est 
contraire  à  celle  qu'on  aurait  si  Ton  employait 
le  double  signe  d= ,  comme  quand  les  racines 
sont  positives. 

11 5.  Pour  le  démontrer^  je  suppose  que 
l'équation  proposée  ait  ses  trois  racines  posi- 
tives et  qu'elle  ait  en  conséquence  la  forme 

x^ — Ax^'  +  ^x — C=o. 

Je  la  décompose  ëgalemeat  en  êenit  facteurs , 

qui  aurontcette  lbrm£t(aï' — P«+  Q)  («-rp)=<>* 
En  la  traitant  comme  la  précédente ,  j'aurai 
égalementA=P-hp,B=Q-|-P/),C=PQX5o). 
J'aurai  donc  pour  l«s  quasi-valeurs  c»rigindies 
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les  inémes  expressions p>>'r,  p<i^^  etc.  elles 
uaîtront  de  même  primidvement  de  1  équa- 
tion p^^^Ap^-^Bp  —  C=:o,  abaissée  au 
deuxième  degré  par  l'inéquation  Q  <  JP*.  Cela 
posé ,  pour  résoudre  d'abord  en  fonctions  de  • 
Téquation 

X»  — Pjr  +  Q  =  o, 
p  =  ___.  f  d  ou    !  ♦ 


jai    ^  or       >  <  X 

P>4» J   puis    (Q>*Jr— JC*; 

Q 

d'un  autre  côté  j'ai Q  >  — • 

Comme  ces  deux  inéquations  de  Q  sont  dans 
la  mêmie  direction ,  je  ne  puis  pas  voir  immé- 
diatement quelle  est  la  direction  du  signe 

Q 

d'inéquation  entre  —  et  ♦  jc  —  jr*.   Pour   la 

connaître,  j'établis  d'abord  l'inéquation  incer- 

C 
taine ; .  ^  -  ||  ♦x  — «*, 


C 
ou  bien -  Il  ^(*— 'x); 

X 

je  transforme  s^nsi  -  jl  (p^+^)(P— ^ — *)  9 

C 

en  multipliant  »«  •  -  ||  p,(P—»)+(P—p,— «—«)«• 
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J'observe  que  P— z  ayant  été  mis  à  la  place 
de  «^ ,  on  a  P  =Pt  +  P.  ^  d'où  l'inéquation 
devient 
C 

je  mets  ç  pourp,+z,  j'ai 
C 

illp.CP— *)  +  p. +p.— *— *)^^ 

si  ic  =p,  j  on  a 

-||P,(P-^)  +  (P.— 0^, 

comme  Jif=p,  onp^<  ^. 

,  si  «  ==  /)^ ,  on  a 

X 

Je  compare  ces  deux  inéquations  avec  l'équation 
or  on  a  p^— p  -<  o  et  p, — ?  ■<  o ,  donc 
donc ,  en  remontant  à  la  première  inéquation , 

on  obtient  de-là  l'inéquation  du  deuxième  degré 

C 

ap*  — *J?+  -  >oî 
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ll6.  D'où  Ton  a 

Ces  deux  directions  sont  les  mêmes  que  celles 
des  mêmes  quasi -valeurs  de  la  double  for- 
mule (i  1 2) ,  considérées  comme  métanégatives  ; 
et  comme  ces  deux  dernières  directions  sont 
celles  qui  apj^artiennent  aux  qiiasi*  valeurs 
po^tives ,  elles  conviennent  donc  également 

Q 

aux  quasi-valeurs  de  l'inéquation  jt*  +  ^^  +  —  9 

qui  ne  diffère  de  celle-ci  que  parce  que  ses 
racines  sont  négatives ,  lorsqu'on  considère  le 
rapport  d'inéquation  de  ces  racines  indépen- 
damment de  leur  signe ,  ou  lorsqu'on  les  fait 
métanégatives. 
Il  a  donc  fallu  dans  la  résolution  de  l'iné- 

quation  x'+^jf+-<;o  prendre  le  double 

signe  3F  et  non  pas  dz*  Pour  avoir  d'abord 


i._V/i,._ç, 


et  pour  obtenir  en  quasi- valeurs  métatiégatives 
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les  mêmes  directions  que  celles  qu'on  obtient 
pour  les  quasi-valeurs  positives. 

117.  Pour  voir  comment  cela  doit  avoîrîieu, 
je  compare  les  deux  quasi-valeurs  de  Q,  celle 
des  X  positifs  et  celle  des  x  négatifs  avec  l'équa- 
tion Q  =  Pjr— jr*;  je  vois  d'abord  évidemment 
que  celledesjr  positifs  Q>*jr — x^  a  la  direc- 
tion qui  lui  convient  à  cause  de  P>o.  Quant 
à  celle  des  x  négatifs  Q<C — ^x — ^,  le  second 
membre  de  cette  inéquation  ^  en  substituant 
la  valeur  de  x  négatif,  fait  une  quantité  égale 
au  deuxième  membre  *x — x*  de  Tinéquation 
des  x  positifs,  mais  alors  sa  direction  est  fausse. 
Je  compare  ensuite  les  deux  inéquations 

C 

fi 

C 

que  je  transforme  en 

On  voit  que  ces  deux  inéquations  ayant  leurs 
deux  membres  positifs  quand  les  racines  sont 
réelles  ^  et  les  deuxièmes  membres  étant  les 
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mêmes ,  si  la  direction  d'inéquation  est  vraie 
dans  la  première ,  il  faut  qu!elle  soit  fausse  dans 
la  4^uxième. 

Mais  d'un  autre  coté  si  (« — *^)  est  une 
quantité  positive  ,  il  faut  que  (x-{-^4»)  soit 
une  quantité  négative  ;  ainsi  la  deuxième  iné- 
quation  n'a  une  direction  fausse  que  parce 
qu'à  sa  racine  elle  a  une  direction  vraie.  C'est 
le  cas  de  — 4<C-~3  qui  donne  au  quarré  i6<9. 

11 8.  Mais  si  au  lieu  de  considérer  l'origine 
du  quarré  j'extrais  sa  racine  comme  s'il  était 
produit  par  une  racine  positive ,  en  em- 
ployant le  signe  double  db  ,  il  en  résulterait 
par  cela  même  l'effectuation  du  signe  d'iné- 
quation ,  et  j'aurais  immédiatement  la  direc- 
tion des  quasi- valeurs  négatives  effectuées,  ou 
des  quasi- valeurs  métanégatives.  Ainsi,  quel 
que  soit  le  signé  des  racines  de  Téquation 
proposée  x^  +  A jt*  -h  Bx  +  C  ssr  o,  en  résol- 
vant toujours  rinéqiiâtion  du  deuxième  degré 

C 

X*  4-  *  jc  +  —  avec  le  double  signe  db,  on  aura 

dans  tous  les  cas  immédiatement  la  direction 
qui  convient  aux  quasi-^valeurs;  si  elles  sont? 
positives,  le  double  signe  ±  leur  convient  direc- 
tement ,  et  si  elles  sont  négatives ,  l'emploi  de 
ce  même  double  signe  les  effectue.  On  petit 
donc  dire  que  les  quasi-valeurs  en  jf  htont 
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métanégatipes.  Mais  alors  on  se  sert  d'une 
expression  abrégée ,  elles  ne  le  sont  que  par 
un  résultat  d'opérations  qu'on  n'indique  pas  , 
c'est  ainsi  qu'en  algèbre  on  dit  par  abrégé , 
moins  par  moins  donne  plus. 

Dans    cette   discussion  ,   je    ne    me    suis 
pas  occupé  de  la  résolution  de  l'inéquatiou 

4P*  +  ^rc  H —  >  o ,  on  en  va  voir  la  raison. 

119.  Je  reviens  maintenant  à  la  double 
formule  (112);  que  signifient  ses  six  qnasi- 
valeurs  ^«  tandis  que  la  proposée  n'a  que  trois 
racines  ?  J'observe  que  Téquation  proposée 
a*  H-  A**  +  Baf  +  C  =  o ,  doit  être  considérée 
sous  deux  points  de  vue  :  i^.  on  peut  consi- 
dérer que  ses  coëfficiens  sont  tous  intrinsè- 
quement positifs ,  et  que  par  conséquent  elle 
est  déterminée  à  avoir  ses  trois  racines  né- 
gatives  \  a?,  on  peut  la  considérer  sous  un 
point  de  vue  plus  général ,  en  regardant  se^ 
coëfficiens  comme  susceptibles  d'avoir  une 
valeur  intrinsèque  quelconque ,  négative  ou 
positive  :  sous  ce  deuxième  point  de  vue 
l'équation  peut  appartenir  à  toute  espèce  de 
r«')cines* 

Je  ne  l'ai  considérée  jusqu'alors  que  sous 
le  premier  point  de  vue ,  je  continue  encore 
de  la  considérer  de  même.  J'observe  mainte- 
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nant  que  ce  signé  du  radieàl  dei  deut  quasi- 
yaleiurs^  de  rinéqpMikm  en'  n  \  savoir  :    " 


*,=^->rrt 


1/ 


«• 


est  imaginaire  ;  car  si  à  la  place  de  ^  ir*  je  mett 
sa  valeur-fr*=='irv  (5^)  =JÎ  —  A  -jy  -f-  *»*  ;  ce  ra* 


dical  deviendra 


expression  qui  est  imaginaire  toutes  lestfois  que 
les  racines  de  la  proposée  sont  reelles;  cap  on  a 
alors  'Zff^  —  A'zy* + B/ar — Ç<jO  vy9)i  tandis  que  le 

radicrf  l/i;^  =  l/^^IEE^ 

de  l'expression  ç»  f  est  toujours;  réel  quand  le« 
trois  Racines, le  sont  (6g|)..  : 

En  oomparâiij;  mainteuaât  k  ^Miâ  radical 
de  rinëquation  pu  *  avec  celrti-ei'i  et  iidjstî^ 
tuant ,  dans  l  up  et  l'autre,  l«ura  valeursr  eu 
coëfficiensr ,  j'ai. pour  rinëquatiop  en?  <^^, 

A  +  a  v^  ÀV-3B 
pour  l'inéquation  en  n , 


.v/= 


a  A'  +  9AB--a7  C — 2V(A'-^3'B) 
A— aVA*  — 3B 


10 
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Je  remarque  maintenant  qu'en  multipliant 
les  deux  numérateurs  de  ces  radicaux  ^  i'un 
par  l'autre ,  j'aurai  Tinëquation  générale  déjà 
trouvée  ci-dessus  (71)  : 

/4A'C-.A*B'— 18 ABC  +4B»  +  27C*<o  ; 

et  si  je  fais  A  =  o ,  le  produit  des  deux  radicaux 
deviendra 

Ce  radical  est  le  même  que  celui  qu'on  obtient 
en  résolvant  les  équations  du  troisième  de* 
gré  (10) ,  par  les  méthodes  connues. 

On  voit  déjà ,  par  ce  réisultat ,  que  les  iné- 
quations en  ^  et  en  n  renferment  les  fonctions 
qui ,  par  leur  composition ,  forment  les  expres- 
sions imaginaires  du  cas  irréductible.  Ainsi 
l'on  voit  que  le  calcul  des  inéquations  est  la 
vraie  méthode  de  la  décomposition  algébrique: 
totite  la'  suite  le  fera  voir  encore. 

130.  Il  ne  faut  pas  confondre  ces  quasi- 
valeurs  de  l'inéquation  en  n,  qui  n'ont  que  la 
forme  imaginaire  ,  avec  les  quasi-valeurs  iina« 
ginaires  qui  appartiennent  à  Téquation ,  et  qui 
naissent  <le  la  relation  de  ses  coëfficiens  :  le 
calcul  des  inéquations  les  distingue  toujours 
comme  on  le  verra.  Comme  ces  quasi-valeurs 
de  l'inéquation  eu  ^  constituent  le  cas  irré- 
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ductible,  je  les  appellerai  quasi-valeurs  irré- 
ductibles. 

En  traduisant  la  double  formule  (112)  en 
valeurs  de-coêffîciens,  faisant  comme  ci-dessus 
A*  —  3B  =  r,  et  la  relation' rationnelle  des 
trois  coefficiens  —  aA^  +  9AB  —  27C  =  ^SC, 
et  omettant  le  signe  =  entre  x  et  le  signe  d^inë- 
quation ,  la  double  formule  deviendra 

1 21 .  Qaasi-valeurs  en  « , 


-<î*— 


<P )     l«y— <t  (A^+a^- 


<♦ )      l*y— <t(A+: 

Quasi-valeurs  en  n , 


^  'Il  \  _.  •^       A— aK7/ 

r->T... ;...  J      U— >f(A— 2Kr. 

En  comparant^  ces  formules  avec  celle  du 
deuxième  degré , 


a?  =— iA=fc\/A*— 3B, 

on  voit  qu'elles  suivent  la  même  loi.  D'abord 
si  toutes  les  racines  sont  égales ,  la  partie  ra- 
tionnelle —^y  A  est  la  seule  qui  reste,  toutes 


j^8  TRAITÉ    iLÉMEWTAinfi 

les  (juantités  affectées  de  radicaux  ç'évaBoui*- 
sent  ;  elles  servent ,  comme  dans  le  deuxième 
^egre^  ^  déterminer  l'inégalité  4çs  y^çiyef^  Oa 
peut  reÂi^rquer  que  le  grand  radiçaj  contient 
une  fonction  du  radical  du  terme  prêchent , 
combinée  avec  une  relatiop  rationnelle  dç  coëf- 
îiciVns  qui  devient  sép.aréin,çQt  .=,Q.^uand 
les  racines  sont, égaler.  Il  ^n,  se!:arde  mçiw  des 
quasi-valeurs  des  racines  appartenant  à  une 
équation  d'un  degré  quelconque  ;  elles  seront 
febmposées  d'abord  d'un  premier  terme. ration- 

ne!  — A,  pour  lé  degré  m;  puis  d'une  suite 
m 

jde  radicaux  du  deuxième  degré  ,  dont  chacun 
contiendra  tine  fonction  de  radicaux  des  ter- 
mes précédens  ;  dé  sorte  qu'elles  ne  présente- 
ront qu'une  suite  à^  racines  quarrées  à^extraire. 
Ï22.  En  remontant  maintenant  àrôrigine 
de  la,  séparation  de  ces  six  qu^si:-  valseurs ,  la 
résolution  de  t'équatîon*  en  j?  sépai?e  d*abord 
deux  quasi-valeurs  i^  et  ^ ,  qui.  sçnt.  lç§  deux 
limites  extrêmes  de  l'équation ,  l'une  en-deçà 
de  la  plus  petite  racine,  et  l'autre  aurdelà. 
de  la  plus  grande  ;  et  en  deux  autres  paires  de 
'  quasi-valçurs  lï  et  *^.  l?es  deux  Iknites  'zr  et  (p , 
il  n'y aque Ifi quasi-v^v;ç'5r  <jui  SQi^,3U^eptibJ[e 
de  converger  invc^ri^bjlçmerU.ver^^U  vajlenr  de 
la^  petite  racine  par  une  série,  d^  Goncentnation.; 


DU  cjircuï;  nw  injS^ùations.      149 

fat^tre  îie  «;  ^ncèfathî  i^ii'^  djénfs  cè*taifiis  ttkè  y 
«t  ne  petit  paar^  ipor  eb«^éqUi^iit ,  éhtr*èr  éavA 
les  (oriimVts  igénéfaii^n  d^  sôhitibti. 

De  m^mev  Iles  dieii^  patres  de  quasi* véïèttrà 
♦  et  ïtj  ^tant  feeprar^éeà  par  là  i-ësblWten  de 
rëquation  4^4^  Ps^  4.  Q  rré  o,  il  n*y  h  des  éjtfetfife 
qua«i^ Valeurs  ^  qui  en  feisullertt ,  que  la  petite 

quasi-valeur  or, -*•<  7  *  —  \/^    ^** qi|î 

-forme  «tie  attiré  limite  opposée  de  là  p'etitfe 
racine,  él  qui  peut  y  conrei^ger  ihvarîablé- 
ment  par  là  côhéettti^ti^tt. 

D'aboli  è'iéfet  êellé  d^s  dèuîc  quà^i-Vklètirt 
en  ^  didïit  U  latitude  est  là  )^\\\s  p^tile  ;  bii 
qui  ap'proohe  le  plus  près  de  sa  raeiilë  corres- 
pondante. Ëtiiçffèt,  la  feôhime  des  dëux  fàdti'é)» 

C        "        .       ■     "'-^ 
de  1  inéquation  rt*+*;t-| —  =0,  qui  est  =t, 

est  plus  petite  que  la  somme  dès  deux  plus  pe- 
tites racines  de  la  proposée ,  à  èause  de  i^  >•  ♦  » 
or,  par  là. résolution  de ôette inéquation  ,  la 
plus  petite  de  ces  deux  quasi-valeurs  se  trouve 
plus  granxie  qné  la  plus  petite  raeine  de  là  )^té^ 

posée  ^puisqu'on  aari— <  j* — 1/^  i*»_^^ 
il  faut  di)ne  qtië  VétipfeàAièh  tSSi  Itt  déilkieWe 
«^ —  >  î  *  +  [/^  -7  *• s  éloigne  de  /^^  , 
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non-seulement  i  raison  de  P  >  ^ ,  mais  encorer 
à  raison  de  ce  que  la  petite  quasi-yaleur  a  pris 
pour  dépasser  la  première  racine  x^  :  de  sorte 
que  sa  latitude  est  composée  de  deux  élémens  , 
tandis  que  la  petite  quasi-valeur  ne  surpasse 
sa  racine  que  par  la  différence  de  ces  deux 
élémens.  La  deuxième  quasi-valeur  a  donc  un 
principe  de  divergence.  Les  deux  autres  quasi- 
valeurs  en  n,  qui  sont  irréductibles  par  leur 
forme  imaginaire^  sont  encore  moins  suscep- 
tibles d'entrer  dans  les  formules  de  solution. 
Il  faut  donc  régarder  la  quasi -valeur  de  x^ 
comme  une  autre  limite  convergente  de  l'équa- 
tion ,  et  qui  a  été  rapprochée  de  la  valeur  de 
sa  racine  ,  par  les  opérations  d'inéquation , 
comme  l'autre  limite  j9  >*'»-.  Je  forme  avee 
ces  deux  limites  opposées  la  formule 

C 
^  B nV 

FcrmxUe       12  3.  X. — A  > 

ae  solution  *          1                    •      /                C 

des  raciofi*  I  <I  T  **~t/     i.  4>»  _.  — . 

négatives*  ^                                               P 

Je  l'appelle  formule  de  solution ,  par  opposF- 
tion  à  toutes  les  précédentes  qui  ne  sont  que 
des  formules  purement  théoriques  ,  par  fe 
moyen  desquelles  je  suis  parvenu  à  extraire 
celle-ci.  Ses  deux  limites  sont  les  seules  qui 
puissent  se  concentrer  par  une  série  invariable 
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de  cancenlration ,  et  aboutir,  par  deux  direc- 
tions opposées  f  à  la  yaleur  de  la  première 
racine  :  on  peut  voir  combien  il  est  facile  d  y 
parvenir  par  les  méthodes  de  concentration 
développées  ci^essus. 

Si  je  prends  les  deux  autres  limites  de  Te-- 
quation  ,  j'aurai  cette  autre  formule  i, 

124.  a?,  — ^  I   y  Q 

Ces  deux  limites ,  lorsque  les  coêfBciens  de  la 
proposée  sont  intrinsèquement  positifs ,  sont 
réfractaires  à  la  solution ,  je  V appelle yî^r/wirfl^ 
divergente  ou  irréductible  :  j'en  ferai  usage 
ci  -  après  : 

125.  Je  côimàhve  maintenant  l'équation 
or'  +  A ;r ■ + B^  -H  C = o  sous  son  point  de-^  vue 
le  plus  général ,  tel  que  les  coëfSciens  puissent 
avoir  une  valeur  quelconque,  positive  ou  né« 
gative ,  et  je  considère  d'abord  le  cas  où  toutes 
les  racines  sont  positives;  c*est-^à-dire  le  îDajS 
où  lescoëfficiens  sont  alternativement  pciakliCi 
et  négatifs.  Cela  posé  ,  je  reprends  les  deux 


inéquations 
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Si  les  valeurs  de  ^  sont  négatifs ,  la  prc 
jnière  4fi  ces  dewïméquatioBsdttiïiite  deux 
quasirvaleurs  rëductijbies ,  et  la  àmkième  deux 
quasi-valeiirsirreductibles ;  mais  si, les  racines 
sont  toutes  positives ,  alors  ♦  devient  -~n  (55) 

en  faisant  ressortir  le  si^ne  négatif  de  A,  et  - 

C  ,    '  ^ 

devient  -en  faisant  également  ilessortir  le  siene 

de  C  :  le  changement  contraire  a  lieu  dans  la 
deuxième  inéquation  ;  on  aura  donc  cette 
ti-ansformation  : 

r  •  •  • 

^       >sé  changent  en< 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  l'expression  en  n 
aestplps  irréductible  ,  mais  qu'elle  convient 
«u^cas  où  toutes  les  racines  sont  positives  ;  et 
qtt  au  contraire  alors ,  c'est  l'inéquation  en  * 
qui  devient  irréductible ,  eh  appliquant  cette 
tr«Bsfqrmàtion  à  la  doùbkïormule  (,  ,2),  on  « 
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1  en  ■  


'j-<f • 


•^r^Z^^W".  •  •   •  • jet  appartleimeiitl  *S<C^- 

pationa;*-*- AdP*-*-Bjp-t-C=o/     Aréqoatlon     \j:' — Ax*  +  Bjf  —  Cssd. 

AiDsi,  en  considérant  que  la  proposée  a  ses 
coëfiRciens  tous  positifs ,  il  n'y  a  que  les  deux 


limites  jr,—>^  et  jr—<î*  —  l/^{**— 

qui  servent  à  U  formule  de  solutitoii  ci-des* 
sus  (la^);  m^is.ep  coosidërant  qu'elle  a  ^%m 
coëffîcieps  alternativement  positi£f  et  négatifs ^ 
cette  formule  devient  la  formule  divergente , 
ou  irréductible  j  et  la  ibrmule  divergente  de- 
vient la  formule  de  solution*  Ainsi  1  on  a  la 
double  formule  de  solution  qui  suit  ^  pour  J«6 
équations  dont  les  racines  sont  toutes  de  méine 
signe  ;  • 
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Formule     i27«  Pour  les  racioes  toutes  négatives^, 

des  ractoef 

leslemé.  \^  ^_^^ 

né  ligne. 


i/I 


PouT  les  racines  toutes  positives 

C 


C 


«3 


<in+l/in'-^.    . 


Il  faut  remarquer  que  dans  cette  dernière  for- 
mule on  n'a  pas  fait  ressortir  le  signe  néga^f 
des  quantités  dans  la  seconde  limite,  car  elle 
serait  devenue  la  même  que  la  première.  Ce 
n'e^t  que  dans  la*  colonne  à  droite  de  la  fbi> 
mule  préce'dente  qu'on  les  a  fait  ressortir. 

Cette  double  formule  de  solution  pour  les 
racines  du  même  signe  est  la  seule  dont  on 
fera  usage  dans  le  deuxième  n^odé  de  solution  ; 
elle  servira,  comme  on  le  verra,  à  résoudre 
toutes  les  équations  du  troisième  degré,  quel 
que  soit  le  signe  de  leurs  différentes  racines  y 
sans  leur  faire' subir  aucune  préparai  ion  préâ-^ 
lable. 

Il  n'est  cependant  pas  inutile,  pour  le  déve- 
loppement de  la  théorie^  d'appliquer  la  formule 


/ 
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des  six  quasi-valeurs  aux  équations  dont  les 
racines  sont  indifféremment  négatives  ou  posi- 
tives. Je  dispose  ces  six  quasi- valeurs  en  trois 
paires  de  limites  de  cette  manière 


198. 


1^'- 
x.-^ 

[<i*- 


n 


^i 


^ 


^n  +  K     P*— ^ 


1  ag.  11  faut  remarquer  que  s'il  y  a  seulement 
une  racine  positive ,  ce  sera  évidemment  celle 
^^^li  Pi  sera  négatif ,  et  par  conséquent  sa 
quasi-valeur  ^  sera  négative.  S'il  y  a  deux  ra- 
cines positives,  ce  sera  x^  et  ;c,,  et  il  est  clair 
que  la  quasi-valeur  de  x^  sera  plus  grande  en 
nombre  que  celle  de  x^  ;  car  l'^^pr^sfiion  de 

la  première  (  7  *  —  |/^  ^  *•  —  —  \  aura  un 
résultat  négatif  évidemment  plus  grand  en 
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r  _r  •  _       * 

', -^  ■■■■•       '  ■  /     I  y^-  •  •  ('\ 

nombre  que i'«xpreMiop|^^ 4-^    ï**"^r  i 

de  la  âeùlièTïle  ;  />,  "fet  /7^  sèrôftt  negàtife  , 
p^  restera  pbôîtif  aihSi  cjiie  sa  qùàisi-valeûf  ^  ^ 
qui  ne  deviendra  négative  que  Jors<|tie  les  trois 
racines  seront  positives  et  elle  sera  alorsria^j^hiK^ 
petite  en  nombre.  De  sorte  ^ûi&  l'ordre  des^ 
valeurs  des  racines  dans  l'équation  en  p  et 
dans  l'équatien  en  -x  sera  selon  ces  deux  suites- 
Equations  en  p; — S, — 4»' — 3, — 2,-i-i,6,+  ï  +  2+3-f"4>ct:c^ 
^^  * 

Equations  en  x ,  -4-5  +4  +3  +a  -f-i>o  — i--'»--^— 4,etc^ 

l3o.  C'est  sur  cette^  formule  qu'On  a  calculé 
les  différens  exenople^»  du  tableau  ;  on  peut 
voir  que  toutes  itfS  applications  sont  conformes^ 
à  la  théorie  qu'on  a  développée.  Il  ne  s';agit  ici 
que  des  équations  dont  toutes  Jes  racines  sont  * 
réelles.  Voici  ce  qu'on  y  remarque  : 

i^.  Bans  les  sept  premieT8«eleinprefi(4^nlr 
toutes  les  racines  sont  oégatiVes ,  Ist  ^^ixAbt^ 
racine  x,  est  entre  les  deux  limites  opposée^  ^ 


eti*-l/ï**~- 


ù^.  Leà  quasi-valeurs  en  fonctions  de  *  des 
tacines  x,  et  x^  ont  une  forme  réelle  avec  la 
direction!  dé  terminéè(aJ4}i©t  leà  quasi-valeurs 
de  x^  et  4?^  en  fonctions  de  ^  ofat  une  forme 
imaginaire  à  rexdeptîdft  de^  exemples  6  et  7  : 


( 
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cela  vient  dç,  ce  if}$»  la  valeur  de  ^ ,  qui  est  le 
denoi^qateqr  <|e  grand  radàêaU  ^  xié^tive; 
mais  e^^  qi)0^ty9l<^«(r&  ont  une,  trèft^graode 
divergence  a^i^^Plff*^^lld  aussi  peu  propres  «à 
donher  ^f^  formule.,  de  solution  ^ti%  les  pré- 
cfdeQte»  qiii  ont  la.  larme  iowigiiiair^-  Elles 
QntoëanroQin^.la  directipa  d'ijijK^u^tliQn.qui, 
leur  convient^   '         .     ,  '    ;  \ 

3®.  Dans  Vex^inple  sixième^  le^  d^ux  quasi-, 
valeurs,  d^  l'inéquatiQxi  en  ^  donneut  exacte- 
ment desf  yaleuçs  des,  deux  racines  égales,  qui 
soot  les  deux  plus  p^etitçg  =3  i,  et  dans  Te^em- 
ple  septième  »  ce.  $pnt  les  deux;,  qn^si-valeurs 
d,e  l'inéc^uation'  en  n  ^\ji  dc^ni^pt  t;^ac.tenient 
les  deux  racines  égales  q^ui  sont  l^^  ^uv  pl*is 
grandes,  =r  i.Q/,.c'e.s!t  une.  auit/^.nec^fsaikeîdece 
(yj>^,  a^  YU^  plu3,  hAVt  (85),,,  cor.  sji  d^ns  le 
sixième  ex^eraple  la  valeuje;de  tp.  a  dpqaé  ea^acte- 
ment  la.  racine  in^gal^,  :==:,  20  ^iJl  ç^Jt, ji^é;<sf SSaire 
que  ^  contienne^  exacteiaenit  la.  s^ipiu^.  des 
deux  racines  égalas ,  et  q.uiç  ^ar,  cpQS^cjjgmt 


bX 


C..    .     .  ,     1  ^^.,1 


*  .j^.. soit  =0;  par  la  même  raison 

on  voit  que  dans.  l!exemplç  siçpl)iim^ , .  CL  doit 
coiîjt^ijir,  ^xajctem^ut  la  ^^WÇtinç,  d^  ^VfiJ^" 
ci^J^s,égalq9^qw^^«^o^^  l<»,  cteux^pliLi^,  gi^ij^P^ 


itl/irr-^-o.;^^ 


et  Pou  ddit  avôit  _ 
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4^.  L'exemple  huitième  est  précisément  Tin* 
verse  de  l'exemple  premier.  C'est  la  yaleiir 
de  x^  y  qui  est  entre  les  deux  limites  opposées 

et  réelles  ^ et  j n  +  L^  ^n» ^quisontles 

mêmes  que  les  deux  limites  opposées  de  jt,  ,  et 
ce  sont  lés  quasi-valeurs  en  ^  qui  ont  la  forme 
imaginaire.    Ainsi   les   exemples  premier  et 
huitième  confirment  la  double  formule  de 
solution  aux  racines  de  même  signe  (1^7). 
•  5^.  Dans  les  exemples  suivans,  où  les  racines 
sont  de  différens  signes ,  les  quasi-valeurs  de 
l'inéquation  en  n  ont  la  forme  réelle;  cela 
vient  encore  du  dénominateur  «  du  grand 
radical  qui  est  négatif. 

6^.  Dans  les  exemples  dixième  et  douzième, 
qui  n'ont  qu'une  racine  positive,  cette  racine 
appartient  aux  deux  limites  de  x^ ,  et  dans  les 
exemples  neuvième  et  onzième ,  qui  ont  deux 
racines  positives,  les  deux  limites  de», ,  appar- 
tiennent à  la  plus  grande  en  nombre  des  deux« 

7®.  Toutes  les  quasi- valeurs  du  tableau  qui 
proviennent  des  inéquations  en  n  et  en  o  ont 
constamment  la  même  direction ,  soit  qu'elles 
expriment  des  valeurs  négatives  ou  positives. 
On  en  a  vu  la  raison  (116)  (ii8).  U  n'en  est 
pas  de  même  des  quasi^valeurs  de  «a-  et  de  ç  ; 
toutes  celles  qui  sont  négatives  et   appar- 
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tiennent  en;  conséquence  à  des  racine  posi- 
tives eu  x^  ont  été  effectuées  en  changeant 
leur  signe  d'inéquation.  Voilà  pourquoi  la 
valeur  x^ ,  de  rezemple  huitième^  se  trouye 
entre  deux  limites  de  direction  opposée,  (Juoi* 
qu'elle  appartienne  dans  la  double  formule  de 
solution  (1^7)  à  deux«  quasi- valeurs  qui  oat  la 
même'  direction ,  savoir  : 


parce  que  dans  cette  ibrmule  la  valeur  de  p^ 
qui  est  intrinsèquement  négative,  nest  pas 
effectuée  ;    tandis  qu  elle  est  effectuée  dans 

l'exemple  du  tableau  où  l'on  a  ^r,  |  ^ 

-       ;     :  V(<i,o39. 

l5l*.Il  s'agit  maintenant  d'appliquer  ces 
formules  aux  équations  qui  contiennent  des 
racines  imaginaires.  Il  f^iiit  distinguer  deux  cas 
comme  ci-dessus,  i^.  quand  le  radical  ori«- 
ginel  vf^est  réel  j; 2°.  quand  il  est. imaginaire. 
Premier  cas,  comme  il  n'y  a  alors  que  Tune 
des  deux  quasi^valeurs  nr  ou  p  qui  puisse  appar- 
tenir à  la  paire  de  racines  in^aginaires  (76),  c^ 
cas  se  subdivise  en  deux  autres  :     * 

i^  Sip,  eàt réel,  on  a  (80)  (  erT''''!^-^^ 


i6o  !raA.iT:i  inÉMEr^TAiftÈ      -  ' 

mais,  pç^  4f^^  quantités  Aipâve^t  rètpô^èssrion 
4u  grai^  radical  daiti'  ler- 'qudsi- valeurs  de 
rinéquatioD  en  ^  et  €a  n^  ^  '  t!P^^®^  ^^^  qtiàtre 
qi^a^yaleurs  .auront  do{ic  une  fiornne  rëelle. 
Ain^  A?t ,  qm  est  la  racine  véeïlé ,  aura  sèi»  deux 
limites.  ou!ses:denx!(piadi--'v^leurs^  exprimées 
en  quantités  réeUeseottim^ cela  doit èti'é;  mais 
les  deux  autres  racines  ji?;-tftArj;  qui  sont  *ma-  . 
gînaires ,  auront  également  leuFâ  quasi- valeurs 
exprimées  en.quantités  réelles.  Ainsi,  dans  ce 
cas ,  les  quasi  -  valeurs  die  la  formule  seront 
toutes  réelles,  à  moins  que  le  dénominateur  ^ 
du  grand  radical  qui  appartient  à  l'inéquation 
en  0 ,  ne  sait  négatif. 

:2^.,Sip»  est  réel,  on  a  (80)  {  ,y^  ,         /-  ^  » 

dans  oe  cas,  le  grand  radical  des  quasi- valeurs 
en  ^  ^t  en.  n  est  imagfînaire  ;  d'après  cela  les 
deux  racines  imaginaires  rc,  et  x^  auront  l'ex- 
pression imaginaire  qui  leur  convient ,  maisAr, 
aura  aussi  une  expression  imaginaire  quoi- 
que réel.  Ainsi ,  dans  des  dfcux  cas,  les  quasi-^ 
valeui S;  réductibles  çn»4)^oiit  la  forme  qui  con*' 
vient  à  leur  racine,  et  les  quasi^valeiiW  irré- 
ductîbles-enllQnt  unefôrrfie  cbritiî^aii**' 

Ce  résultat  prouve  èncore^qùe  lés  deux  iné-  ' 
quations  en  ^  et  en  n  décomposent  le.cas  irré^ 
dyctible  y  en  effet ,  si  je  multiplie  dans  le  cas 
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des  racines  imaginaires  les^  expressions  qui 
composent  les  deux  grands  radicaux ,  savoir  : 

se — QirV^  r  par«$C  +  3r|/r,  j'aurai  tin  pro- 
duit positif;  j'aurai  l'inéquation  générale  ci- 
dessus  (71),  avec'  le  signe  ^•'O,  parce  que  ces 
deux  quantités  sont  à^a-fois  ou  toutes  lès  deux 
positives  ou  toutes  les  deux  négatives ,  ce  pro- 
duit, au  coiitraire ,  est  négatif  toutes  les  fois 
que  les  racines  son!  réelles ,  comme  on  l'a 
déjà  vu.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  aboutit 
k  une  expression  conforme  au  cas  irrëduc*- 

tible  V^TjB^  +  ^C*,  et  qui  indique  comme 
celle-ci  les  cas  où  les  racines  sont  réelles*  et 
ceux  où  elles  sont  imaginaires. 

1 3 2 .  Quant  à  la  direction  dçs  quasi-valeurs , 
quand  or,  est  réel,  on  a  déjà  vu  que  t  seul 

change  de  direction  et 'que  l'on  a  '^^         ,  par 

conséquent  l'on  a  P  >  « ,  d'où  il  suit  que  l'ex- 
pression de  la  première  racine  qui  naît  de 
l'inéquation  en  ♦  ne  doit  pas  changer  de  direc^ 
tion  et  que  par  conséquent  l'on  doit  avoir 
pour  la  première  racine  ou  pour  les  limites 
réductibles  de  l'équation 

^^  —  \  \/^  C 

11 


t6:i  VRAiTji'iÉibAMBirTÂfiiB 

Quant  aux  deux  racines  imâginaireft  ,  élleû 
appartiennent  à  la  limite  irréductible  de 
TéquatiQu  j  et  et^s  ont  en  .coosëquience  tine 
forme  contraire  à  oeUe  qu'elles  daÎTent  airotr. 
Je  ferai  tomber  le  signe  d'inéquation  sur  1^ 
deux  limites  ^  et  j^  qui  appartiennent  à  la 
partie  réelle  de  cette  paireide  racine  ;  etoomme 
cette  partie  est  la  même  pour  les  deux  et  qu'on 

!<  ^  •• 
,  j'exprimerai 
>t" 
la  paire  de  racines  imaginatreft  de  cette  maniera 


^*"**"{>inp^ 


47 


Quand  p^  est  réel  ,  il  n*y  a  que  la  quasî- 
valeur  9  qui  change  de  direction ,  l'on  a  p  >  *» 
ctp^ç.  Alors  les  quasï-valeurs  de  l'inéqua- 
tion  en  lî  hé  cbangent^paa  de  directioa ,  et  ('o^ 
a  pour  la  racine  réelle 

in»—--, 

mais  la  dernière  de  ces  deui  limites  est  îirré* 
ductible  et  a  une  formée  contraire  à  6elle  qui 
lui  convient. 

Pour  les  deux  racines  imaginaije? ,  leurs 
quasi-valeur&  ont  la  forme  qui  leur  convient, 
l'appliquerai»  comme  dans  le  premier  cas,  le 


Signe  d'înépialiod  xpxi  «ppartie«kt  à  If  MF:  P^ri^ç 
réelle,  et  j'aurai 


•  •  •  .  .    :• 

en  résumant  on  a  la  double  formulç  : 


M 


[â^c-f^l 


T  •       ■      !  «     i  I        »  I 


<^»"^|w^rl^<oÎ«>{<lJ^^ 


#3  Tielfà^  — 


K 


i34.  le  viens  «M^«itetiant  ft*  éw'bà'fe'M- 
dicaï  origihel«8t:iro8gmafiiv5,.ât<tt'5  fôiHiW^îA, 
expt<es«iôft8  de;peti<fe;ir*Abirt*ttib'*iTaaSeéii'i«} 
quantités  imaginaires  ,  le '^itédltHAiéû^'^ 
quasi^yaleurs  de  jf  ,c5^|îei^t  xm^  fimoU^^a  dé 
quantités  en  partie  rëellfiâet  en  partie  imagii  -cr  r 
naiw.  i.=Voyons  malgré  rie»  émtàéûi  ort  peu* 
44meler  les  quas^-y^iew-i^qi^appar^tienneçl 
à  la  racine  r^Uejde  celles  qui  appartîennené 
à  I»pair&  de  racine»  TinagihaAws.  Ba'ÀiibiàM 
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dont  OU  résout  ces  espèces  d'équations  dans: la 
résolution  en  p^  est  assez  simple,  voyez  ci* 
dessûs  (io4),  (io5),  (io6),  et  c'est  à  cette 
méthode  qu'il  faut  toujours  s'en  tenir  pour 
les  opérations  du  calcul.  Dans  ce  que  j'ai  à 
dire ,  je  n'ai  pour  but  que  de  développer  la  • 
théorie  du  calcul. 

Je  réduis  d'abord  au  même  dénominateur 
les  expressions  des  deux  grands  radicaux  des 
q^uatre.  quasi-valeurs  des  deux  inéquations  en  « 
et  en^n.  Comme  j'ai  fait  ressortir  le  signe  néga- 
tif de  r  pour  avoir  |/^— r ,  j'ai 

■  ♦      \^  k^%)/~r)      ^  3(4B-A-) 

T/^iW^~(  Iy^5C-4^arV/~rV  7/^  A.SC-4r'  -».a(Ar-h  JCV  ~r_  ^/— 
^  •^     V  JL^^^ZTrl      ^  3(4B-A*) 

Maintenant,  je  dis  que  ces  quatre  quasi- 
valeurs  doivent  être  disposées  de  là  majaière 
suivante.  J'emploie  ici  simplement  le  signe  ]j   '    | 
pp]ur  éviter  tputç. discussion  relativement  au 
signe  d'inéquation. 
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En  effet,  4r  appartenant  à  une  racine  imagi- 
naire 9  il  est  nécessaire  que  l'inéquation  en  n, 
qui  contient  les  deux  autres  racines ,  renferme 
l'autre  racine  imaginaire  avec  la  racine  réelle. 
Pareillement  p  appartenant  à  l'autre  racine 
imaginaire,  il  est  nécessaire  que  l'inéquation 
en  ^  renferme  une  racine  imaginaire  et  une 
racine  réelle.  Il  est  donc  nécessaire  d'appa*» 
reiller  une  quasi -valeur  en  ^  avec  une  quasi- 
valeur  en  n;  alors  c'est  l'une  de  ces  deux  paires 
qui  contient  les  deux  imaginaires,  et  l'autre 
deux  fois  la  quasi-valeur  de  la  racine  réelle. 

En  outre ,  des  racines  imaginaires  ne  peu- 
vent se  trouver  dans  une  équation  que  par 
paires  et  sous  cette  forme  x  =  a4-6v/'— i, 
X  =  a  —  6  \/  —  I  ;  il  faut  donc  que  leur  partie 
réelle  soit  égale  dans  l'une  et  dans  l'autre,  et  que 
]a  partie  imaginaire  soit  aussi  égale  et  ne  diffère 
que  par  le  signe,  par  conséquent  les  deux 
quasi-valeurs  de  l'inéquation  en  ^ ,  par  exem- 
ple ,  ne  peuvent  pas  former  une  paire  de  ra- 
cines imaginaires,  parce  que  Tèxpressidn  |/— r 
s'y  trouve  avec  le  même  signe  dans  toutes  les 
deux.  Il  en  est  de  même  de  l'inéquation  en  n, 
on  ne  peut  pas  non  plus  former  une  paire  de 
racines  imaginaires  avec  »,  et  x^ ,  elles. auraient 
alors  leur  partie  rédle  et  leur  partie  imagi- 
naire inégale,  comme  on  va  le  voir  : 


« 

Je  fais  v//±i/"=^=:iy=fcVr,  j'élève  au 
quarcé  les  deux  membres;  je  fais  une  première 
équation  entré  les  parties  rationnelles  des  deux 
mejnbres ,  et  une  deuxième  entre  les  parties 
irrationnelles;  j'obtiens  par  ce  moyen  la  valeur 

4e  V  fdc.\/^h  par  ces  deux  formules  : 

bans  ces  deux  formules,  le  premier  radical 
est  nécessairement  réel  et  l'autre  imaginaire , 
et  le  radical  intérieur  est  toujours  réel  quand 
les  racines  sont  imaginaires.  Celui  qui  appar- 
tient à  l'inéquation  en  4»  a  pour  coefficient  de 
«on  radical  interne  —  2  (A  r  +  SC) ,  et  celui  qui 
appîir tient  à  Finéquation  en  n  a  pour  coeffi- 
cient de  ce  même  radical  interne  3k(  Ar  +  <SC); 

ainsi   Vf — ^H  appartient  au  premier  et 

1^/+  y^-IIIÂ  au  deuxième ,  en  supposant  que 
Ton  ait  Ar  +  «îC>p.  Cela  posé,  les  quatre 
quâsi-valeurs  ci-dessus  deviennent 

'•4-JC>o  ;  ,  >- /- ==\ 


Ar+JC>p 


'  "t**.  Il  n'y  a  que  cette  disposition  qui  puisse 
former  déu:t  paires  àt  racines  imaginaires* 
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a^.  Dans  «-  et  ^  tout  le  principe  de  rinéga*% 
Htë  des  racines. est  imaginaire 9  et  j'observe 
que  la  deuxième  de  ces  deuip  paires  de  quasi« 
valeurs* a  pour  quantité  imaginaire  la  somme 

des  deux  radicaux  \/ — r  +  ^  jf — {  V^/*+  A# 
et  la  première  n'a  que  la  différence  de  cet 
deux  radicaux.  Cest  donc  la  deuxième  paire 
de  ces  quasi  valeurs  qui  convient  aux  deux 
racines  imaginaires  de  Péquation.  Quant  à  la 
racine  réelle ,  je  l'obtiendrai ,  ou  bien  en  pre« 
nant  la  moitié  de  la  somme  de  la  première 
paire  des  quasi  <- valeurs ,  ou  bien  en  faisant 
X,  —  Il  A— 4f.— x,  ;  j'aurai  dans  les  deux  cae 
pour  la  racine  réelle  une  expression  dégagée 
de  toute  quantité  imaginaire.  On  aura  done 
pour  les  trois  racines,  en  prenant  pour  s,  U 
quasi-valeur  A— jt^— 4F^ 

i38.  Pour  la  racine  réelle, 

*.~  Il  T(A-«v^l7+7i<F+^- 

Pour  les  imaginaires  9 

Maintenant  y  si  j'ai  Ar  +  49C<o,  le  eoëlà^ 
cient  du  radical  intérieur  —  (Ar+  i9C)»  qui 
appartient*  au  grand  radical  de  ^inéquation 
ei>  «  y  se  trouvera  positif  et  l'autre  sera  •néga-» 

tif;  alors  l//+  y/--^  devient  i//— ^XI^ 


1 
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et  »//—  v/  — ^  devient  V^/+  V^  — /T  î  ^^ 
faudra  donc  appliquer  les  deux  formules  (i36) 
dans  un  ordre  inverse  de  celui  du  cas  précé- 
dent ,  et  j'aurai 


Dans  ce  cas-ci ,  c'est  la  première  paire  des 
quasi-valeurs  qui  a  la  somme  de  ses  radicaux 
imaginaires  avec  des  signes  contraires  dans 
chacune  des  deux  quasi  -  valeurs  de  x ,  elle 
appartient  donc  à  la  plaire  de  racines  imagi^ 
naires  de  la  proposée ,  et  l'on'  a  alors ,  en  opé- 
rant comme  dans  le  premier  cas , 

l4o.  Pour  les  deux  imaginaires, 

^«^  Il  i(a-  y/TF^7r^  qi  \{y  ~-^  Vhf-yT^ . 

Pour  la  racine  réelle ,  * 

«3- Il  f  ( A  +  a V^T+lV^+X 

On  voit  que  dans  lé  premier  cas  c'est  la  petite 
racine  qui  est  réelle  et  la  grande  racine  dans 
le  deuxième. 

En  donnant  maintenant  la  direction  qui  con- 
vient  aux  quasi-valeurs  de  la  racine  réelle ,  %t 
aux  parties  réelles  des  deux  imaginaires  ^  en 
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I      réunissant  de  plus  les  limites  de  la  résolution 
^^      de  l'équation  en  p ,  on  a  cette  double  formule 


^A 


^yîf-WT^ 


*a 


fA:<o' 


<f^ l_h*^^- 


(- AV^ÎÂ4V^^  I  "^  I i(v/=?ïV^  i/-4»//'+*) 


Jra*" 


fA. 


l4â.  Les  exemples  du  tableau,  depuis  le 
treizième  jusqu'au  dix-neuvième,  confirment 
tout  ce  que  Ton  vient  de  dire  sur  la  résolution 
des  équations  qui  contiennent  des  imaginaires. 
Les  exemples  depuis  le  treizième  jusqu'au 
seizième  sont  des  équations  dans  lesquelles  m 
et  p  sont  réels ,  et  dans  les  suivans  le  radical 
originel  est  imaginaire. 

1®.  Dans  le  treizième  on  a  «SCrparV^r <o, 
et  la  grande  raci  ne  est  conséquem  men  t  la  réelle  ; 
alors  les  quasi -valeurs  qui  proviennent  des 
deux  inéquations  en  «  et  en  n  ont  la  forme 
imaginaire  aussi  bien  pour  la  racine  réelle  x^ 
que  pour  les  deux  imaginaires.  Il  en  est  de 
même  du  quinzième  exemple,  on  .voit  en 


même  temps  que  la  partie  réelle  des  deux 
racines  imaginaires  est  entre^'v  et  ^  ^9  ainsi  que 
dans  les  exemples  suivans. 

a®.  Dans  l'exemple. quatorzième,  où  la  petite 
racine  (  =  i  )  est  réelle ,  et  où  l'on  a  par  consé- 
quent SÇzfzar  i/'r>  o  ,  toutes,  les  quasi- 
Talnirs  ont  la  forme  rëeUe.  On  a  pour  la  ra- 
cine réelle  la  double  limite  dans  le  même  sens 

4r,  •—  <         '         .  Quant  aux  deux  racines  ima- 

i  <  1,13!» 

ginaires,  j'ai  exprimé  leur  valeur  de  cette 
manière    ^^  -  [  <'9'^'7        ^75-^^  ^^ 

distinguant  la  valeur  du  grand  radical  V^  f  3,  1 3 
qui  devrait  être  imaginaire,  des  deux  limites 
opposées  (p  et  ~  n  qui  sont  réelles  de  leur  nature^ 
et  qui  ont  ici  une  direction  opposée. 

3®.  On  peut  observer  que  les  trois  exemples 
i3,  14,  ï5  ont  la  forme  qui  leur  convient. 
Dans  l'exemple  seizième ,  la  première  racine 
étant  réelle  ,  a  sa  quasi -valeur  sous  forme 
réelle  ;  cela  vient  de  ce  que  dans  cet  exemple 
la  quasi«valeur  v  est  négative ,  c'est  la  même 
raison  qui  fait  que  quand  les  racines  sont 
toutes  réelles  et  de  différens  signes,  le  grand 
radical  en  fonctions  de  n  et  de  -»  ont  la  forme 
réelle  à  cause  du  dénominateur  «-  qui  est  alors 
négatif. 
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l45«  Maiaten^<,  quant  à  l'appUcation  de 
la  résolution  des  équations  dont  le  radical  ori« 
l^inel  est  imaginaire  ^  on  voit  que  dans  les 
exejnpies  dont  on  a  calculé  les  qudM-'valeurs» 
ieur  séparation  et  leur  direction  est  conforme 
à  la  théorie  qu'çn  yjuent  de  développer.  Au 
reste ,  ces  formules  ne  servent  point  dans  le 
calcul ,  le  deuxième  mode  de  solution  en  donne 
de  plus  simples  avec  des  quasi- valeurs  plus 
rapprochées ,  et  en  général  tout  ce  que  l'on  a 
dit  dans  ce  premier  mode  de  solution  n'a  eu 
pour  but  que  le  développement  de  la  théorie 
de  ce  calcul.  Il  ne  sert  eu  quelque  sorte  que 
d'introduction  au  deuxième  mode  de  solution 
qui  est  la  vraie  méthode  de  résolution  pour 
la  pratique  du  calcul  par  la  simplicité  et  la 
généralité  de  ses  formules,  comme  on  le  verra, 

1 44«  On  peut  observer  que  ce  premier  mode 
de  solution  ne  résout  généralement  une  équa-» 
tion  quelconque  qu'autant  que  toutes  ses  ra* 
cines  sont  du  même  signe  ;  car  si  elles  sont  de 
signe  difXereati  on  n'a  plus  de  méthode  gêné* 
raie  de.  concentration.  !Néanmoins  ce  mode 
suffit  pour  résoudre  toute  espèce  d'équation 
quel  que  soit  le  signe  de  ses  racines ,  il  suffit 
pour  cela  de  la  préparer  de  manière  qu'elle  ait 
toutes  ses  racines  de  même  signe  ;  ce  €fm 
toujours  possiUe. 
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Soïd*"^-'  l46.  Quoique  les  racines  soient  du  même 
*^SIî  '"■'Signe ,  la  méthode  de  concentration  ne  peut 
pas  conduire  à  la  valeur  exacte  de  la  partie 
réelle  des  racines  imaginaires^  la  série  de  con- 
centration  franchit  ces  valeurs  sans  s'y  arrêter; 
cela  vient  de  ce  qu'en  substituant  dans  Téqua- 
tion  à  la  place  de  x  la  valeur  de  la  partie  réelle 
d'une  racine  imaginaire ,  son  résultat  ne  de- 
vient pas  =ro.  On  peut  néanmoins  parvenir 
k  concentrer  la  somme  et  le  produit  des  deux 
racines  imaginaires. 

En  effet ,  j'ai  (5o)         ^       ^ ,  d'où ,  à  cause 

p 

de  p=A — P,  j'obtiens  l'équation  en  P 

P'— 3AP'+(A*+B)P— (AB— C)=o. 

•Pour  la  ramènera  l'ëquation  générale  du  troi- 
sième degré ,  je  la  fais 

i»  +  A'i*  +  BV  +  C'=Q, 

.,  .  {y/  A- -  3B'  =  v/'a-  -  3B  =  v/^, 
J  a>< 

(— aA '+9A'B'— 27C  =— aA'+gAB— 37C; 

d'où  SC=:SC. 

Ainsi  les  expressions  qui  font  l'inégalité  des 
racistes  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  pro- 
posée ,  et  en  employant  les  coêffîciens  dé  la 


• 
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proposée ,  on  a  pour  les  quasi^valeurs  origi- 
nelles (n),  («),  etc. 

i46.  P'<— i(aA— V/r)=<(n) 

0.')>-î(A+V72=>('> 

F>^f(aA+ï/r)  =  >(») 

/'/<--ï(A+»/r)  =  <(0. 
Si  les  racines  de  la  proposée  sont  tontes  nëga* 
tives  9  les  trois  de  l'équation  en  P  sont  toutes 
positives  ;  c'est  donc  la  quasi  -  valeur  (  ^  )  qui 
correspond  à  la  petite  racine;  c'est  donc  la 
double  limite  inférieure  de  la  formule  de  solu- 
tion (137)  qui  répond  aux  deux  quasi-valeurs 
opposées  de  la  petite  racine.  En  l'exprimant 
immédiatement  en  co^fficiens  de  la  proposée  y 
on  a 

147.   (<k(f) ..♦) 

»/  ou  p.— ^  j  ^  '  c'\  décent 


:Kn)+  ï^i(")--Tj 


«,'  ou  p, 


>9(AB--C) 

a(A+V/r) 

En  général ,  tout  ce  qu'on  a  dit  pour  la  réso- 
lution des  valeurs  de  x  convient  a  celles  des 
valeutrs  de  l'équation  en  P. 
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148.  Maintenant,  si  la  proposée  a  deux 
cines  imaginaires,  Téquation  en  P,  <iuî  ^  ^^^ 
mêmes  relations  entre   les  trois  coëfficiepa 
A ,  B ,  C  de  la  proposée  t  a  aussi  deux  racines 
imaginaires  et  une  réelle.  Mais  maintenant  il 
faut  observer  que  chaque  valeur  de  P  renferme 
deux  racines  de  la  proposée ,  oi:  il  n'y  a  que 
la  somme  de  ses  deux  racines  imaginaiires  qiiî 
puisse  former  un  résultat  réet ,  parce  que  la 
somme  des  deux  quantités  imaginaires  s^o, 
donc  la  valeur  réelle  de  P  appartient  à  la 
somme  des  deux  racinesimaginaires  de  la  pro- 
posée ;  mais  alors  elle  pêàt  se  concenti*er,  soit 
directement ,  'Si  elle  est  la  plus  petite  des  trois 
racines  dé  Téquation ,  ou  paî  (a  èônceb^tratio» 
de  compensation ,  si  elle  est  la  plus  grande.  Chi 
peut  donc  par  ce  moyen  concentrer  n.ou  * 
de  l'une  des  ûenx  inéquations  du  deuxièjme^ 
degré  qui  appartient  aux  depji,  racines  imagi- 
naires  de  la  proposée. 

149.  On  pourrait  égaletnëiit  concentrer  la 
quasi-valeur  de  Q ,  quai^d  elle  contient  le  pro- 
duit de  deux  racines  imaginaires  ;  caren  pre- 
nant la  valeur  de  Q  au\lieu  de  cell^  de  P,  on 

aboutit  à  Téquation 

\  « 

Q3_BQ*  +  AÇ(:i~.;C«==o, 
qui  a  trois  valeurs  de  Q,  c'est«4^reka  feroiH' 


1>V  tAIiCVIi  BES    INlÊQtrATIONS.        1^5 

produits  différens  que  les  racines  de  Ik  pro- 
posée sont  susceptibles  de  donner  en  les  mul- 
tipliant deux  à  deux.  Maintenant ,  si  la  pro- 
posée a  deux  racines  imaginaires ,  leur  produit 
fery  une  quantité  réelle  et  fera  par  conséquent 
la  valeur  réelle  de  l'équation  en  Q,  sa  quasi- 
valeur  pourra  donc  être  concentrée  ou  direc- 
tement ou  par  compensation. 

Les  deux  autres  valeurs  de  Q  seront  imagi- 
naires puisqu'elles  sont  le  produit  d'une  des 
deux  imaginaires  avec  la  réelle. 

On  peut  donc  ,  lorsque  les  racines  d'une 
équation  sont  de  même  signe ,  aboutir  à  toutes 
le»  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Second  mode  de  solution ,  ou  mode  de  solu^ 

tion  double^ 

l5o.  ^APPELLE  double  ce  mode  de  solution, 
parce  que  les  formules  qu'on  obtient  donnent 
immédiatement  les  quasi -valeurs  défe  deux 
racines  extrêmes  de  la  proposée ,  cômnie  on 
va  le  voir. 

Je  reprends  les  deux  inéquations  originelle^ 
Pt  >  '^  >  Pî  <  ^  >  ^^  j^  ^^^^  pour  le  complément 

de  'zy. ^  ==  —  ('»''+  x) 

pour  îè  complément  de  ^ .  •  • .  x  ==  —  (^  -^ z') 
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en  substituant  successivement  ces  deux  valeurs 

■ 

de  X  dans  Tëquation  x^  -+•  A«*+  hx  +  C  =  o , 
j'ai  les  deux  nouvelles  équations 

—A)  — aA»!^-A«*(_    -  +Aj  — 3A«>>+A#»(_ 
+BJ   +B«|  +BJ  — B^»!"* 

J'exprime  ces  nouveaux  coëffîciens  en  valeurs 
de  coëffîciens  de  la  proposée,  et  j'ai 

-,          /-                /arl/r  — JC\ 
101.  z^  — 3Krz'  +  rz— ( j  =  e 

pour  complément  de  ^  ; 

pour  complément  de  ^ , 

fz'  — az'  +  bjs  —  c  =  o)  . 

„         ^      ,  >  Le  dernier  terme 

z'^ — az*  +  bz~3/  =  oJ 

seul  est  différent. 

Maintenant,  z  ayant  pour  valeur  ce  qui 
manque  à  'v  pour  compléter  la  racine ,  il  s'en- 
suit que  ses  trois  valeurs  formeraient  avec  «^ 
les  trois  racines  de  la  proposée.  Cette  première 
équation  en  z  est  donc  une  équation  aux  diffé- 
rences  des  trois  racines.* 

Pareillement,  z'  ayant  pour  valeur  ce  qu'il 
faut  retrancher  de  ^  pour  arriver  à  la  racine^ 
ses  trois  valeurs  retranchées  de  ^  donneront 


donc  encore  î  les  trois  Taoiûeft  de  1  a  proposée 
en-  rëmdntaat  de  la  plus  grande  ràcnm  àlâfilus 
petite  ;  cette 'd6imèiBe>  équation  ^st:dbnt>Meii- 
core  Hne  équation  aux  différences  des-raci  nés 
de  la  proposée.  i/.. 

Ceïte 'double  équationest  donc  la*  décoiâ- 
positiçn  ,d^  .l'équatipn  ajf  ^quarré  dy^^j^iffé- 
rences  des  racines.  On  s'en  conyaincra-eneore 
plus  eii  comparant  cette  dernière  avec  les  deux 
équations  simples  qu^ou  yient  d'obtepir;  car 
on  a 

On  aura  cette  nxéme  équation,  sa  on  multiplie 
.  entr  eux'les  coeffîcien»  des  deux  ëquatioasici- 
•  dessus  (iSâ) ,  indépeodaminenl  des  q^uantitjés 
.  numériques  qui  les  affectent  ^savoirv deux  pour 
)le  coefficient  du  deuxième  «Ijerme  et  ^  pour;  le 
-  coefficient  du  '  der m«p.  Oh  vàit  donc  ertc^fe 
ici  que  le  calcul  des^  iiû)^aatioii»  eit  lé  Vrai 
mode  de  la^  décomposition  (algébrique.    ^  I^ 

l53;  En  réprenant  tes  deii^<élc|uâtiom(i(£ï), 
on  voit  que  tant  que  les  r^dl^ëlid^^k  proposée 
feront  réelles, 4eia  troib  valeurs  dé^îr'éérotit'^-* 

suive?,  àcausede  j  ;         /\^*^    ^>  '. 

I^  fcOéfficiëéfé'de  ces  devUr^^éqilatiQns  doitfeiSt , 

12 


donc  être  alterBatiivieineiit  négatifs  et  positifs  ; 
c'est  ce  que  Ton  Toit  iminédiâtciKMnt  r^i  Ton 
a  à*la-£bis  pour  ie  deriûef  ;  terme 

et.... ...•.]       (  JC  +  ^,/r,V<r>o. 

Ce  qui  est  coflfofme  à  ce  qu'on  a  <ïéjà  Vii(74). 
l55.  S'il  y  a  des  racines  imaginaires,'  étque 
V/r  soit  réel,  il  en  résulte  deùW  cas;  i^.  si  p^ 
est  réel ,  on  aura  (80) 


•se— 2ri/r>ol      ;fVi/r-r-*JC<o3       rc<o. 


c'est**àHlire  que  le  .dernier  terme  de  1  équation 
en  M  sera  positif  au  lieu  d'être  négatif,  (andis 
que  ses  autres  coëfficibns  conserveront  Talier- 
native  des  coëffîcieiid  positi£s  et  négatifs  q«i 
appartient  0ux  équations  dont  les  racines  sont 
positives  ^  o'est-à--dire  que  la  plué.petite  quasi- 
yaletiir  de  z  sera  négative  (i^)* 

Le  dernier  teiune  dé  1  équation  en  z'  sera 
n^égatif^  et  alors  les  coêfficiens  de'  tP^^  s^s 
termes,  conservant  la  règle  de  l'^ternaitiy^  :des 
signes,  positifs  ,et  négatifs ,, toutes  ses  vfdeurs 
seront  posjtti^^es. .  C'est  aussi  ce  qui  doit  avoir 
lieu ,  car  on  a  di^ns  ce  cas  />,<'»,/>}<<?;  il  ^^J 
a  que  ^  qui  change  de  directîoq.,  et  comme 


cette  quasi-valeur  ^1  alors  trqj)  grande;  54 

faut  que  son  complémmt  *  soi*  lOéglftif*      l.U 

Dans  le  4euxiè<ne  casi  lorsque  ç'^i  #^  qui 

est  réel  ^  on  a  (80)  ,    :  ,     ,    .,   ^î.         .^m,., 

■ 

c*est-  à-dire  que  le  dernier  terme  de  réquation 
en  z  sera  négatif,  et  pat  èopséquent  sesti^ois  va- 
leurs seront  positives.  Au  contraire,  le  dernier 
terme  4^  Lequatipn  <ei)  ff  jÇtapt  positif,  ^,t  tous 
les  autres  coëfficiens  conservant  rallernative 
des  signes.. additioupelsp  sa  petite  vfileur  €st 
seule  négative ,  ce  qui  doit  encore  avoir  lieii,, 
car  on  a  dans  ce  deuxième  cas  je)>>  'w  ,  p>>  ç  ; 
la  seule  qUasi-vàléur  ^  a  changé  de' direction, 
elle  est  ^.i^fs  trop  petite  |.iJ^/ai)t  donc  que  f 
soit  négatif  pour  la  oonjpiiéJL^rjflfuis.  rçquatiqi^ 

Ainsi  la  nature  de^coK^ûpçq^ (les deux  équar 
tions  aux  différepicf  s  y^  $  1  ) ,  ^iieTipi}[ie  si  le§ 
racineis|.de  U  p^Qpo^e^soq^  \Rf^!^^  rée^Ues ,  ç'il 
y  en  a^'ilTpagjnîftres,ettqïi4g^pg elles  ^ifnpf  Wf 
dans l'équMtion.  ,  .      .,  .  1  ;: 

Quand  Iq  radical  originel  eai^t  im^gipaire^  ou 
quand, oaia  l/*r-r>  sV^ï:^ ,^q^i?  les  çpëffici/^ns 
de  dimQ^&ip^  iinpairC:SpnMiTragff^3ii^*es,  c'est 
le  cas  QÙ  TT  ^  p  apjj^rtiejçrçept  à  la  paire  àe 


l8o  lEAFT'É  ÉLÉMENTAIRE 

racines  imaginaires,  leurs  complémens^.  et  z\ 
doivent  être  imaginaires;    ' 

Maintenant,  jetémarque  que  les  deux  équa- 
tions en  z  etz'  ne  différent  que  piir  le  sîgbé 
quijprécède  ^SC ,  je  Içs. réunis  en  ûpe^sçule  et 

'  l54.  Au  lieu  dé  ^„_.^^,.^l,^,_  J  " 


■     *  t 


Ainsi  èette  équation  est  la  doublé  équation 
aux  différences  simples. 
Pour  la  résoudre ,  je  l'ai  ramenée  à-Féqua- 

tiôn  génierale 

parce  que  lA  racines  par  leur  nature  sont 
positives  (^and  celles  de  la  propésë»  sont 
toutes  réelles ,  et  je  la  décompose  en  ces  deux 

fabteùrst^'-^AÏ»*  +  AQ)<ai^A>j.)«=o.  Jeme 

sers  du  caractère  A  ;  que  je  ferai  précéder  des 
mêmes  lettres  que  celles  qui  ont  été  employées 
dans  ïa  résolution  directe  de  la  préposée; 
ainsi  A^  correspondra  à  ^  et  signifiera  quasi-- 
i^aleur  du  conipBment  rfeV  et  ainsi  des  autres. 
Maintenant ,  en  résolvant  cette  équation  aux 
racines  positives ,  comme  ci-deSsus  (iiô)^  on 
tura  les  mêmes  directioûa  pour  les  quasi- 
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yâleui:3c[ue,  celles  qu'on  a  obtenues  en  résol- 
vant Tëquation  aux  racines  négatives 

x^  +  Ax*+  B«+C=o, 

les  quasi-val^drrs  seront  également  positives- 
dans  Téquation  enz  et  dans  réquation  en  àjf^ 
et  par  ce  moyen  on  évitera  toute  effectuation 
de  signe  pour  passer  de  l'un  à  Tautre.        t 
l55.  J'ai  d'abord      . 

A/>t>i(a  — rtV7).... =>o...=>Air.. 

AP>f(B— k^) ^ =  >fV^=?>4*/ 

A/>i<T(*+a»^) •  • =1<4V7=<A4>.  ' 

Ces  quatre  quasi-valeuts  originelles  sont  les 
mêmes  pour  le  complémeiit  de  t  et  ^ ,  parce 
que  le  dernier  c  et  > ,  qui  fait  la  différence  des 
deux  équations ,  ne^s'y  trouve  pas. 

La  petite,  quasi-valmir  originelle  =o.,  mais 
en  la  condplétant ,  elle  est  différente  pour  t 
et  pour  ç,  on  a  >     :  :. ' 

^                           b— Alwr      b  — A    \  .    a/r         y 
Et  pour  le»  deux  coinpleinens*Air=l  — — I 


l56.  Màiiitenatit,  eii'  àp|)Uqaaiit  la  formule 
de  solutmn  (* ^17) ,  j'ai 


«4< 


M 


Ol^  voit  qtiè  la  ddirUe  linaite  de  £^  et  de  z\ 
qui  e$t  irrédactible ,  est  infiminent  imaginaire 
à  cause  d^  a  ^  =  o .  £a  prenant  la  double  limite 
d<^  jT,  et  s\i  et  &uh&tituant  les  valeurs,  on  a 


> 


s'jr 


Pour  complément  de  y  » 

\         ,l> — J-*— ^j — -^ 

ei  en  rëlHiissajit  dans  une  seule  formule  les 


deux  fertnoles  de  z^  et  de  z\y  oa  a  pour  toua 


les  deux 


i58.  x.(  '•^'"        ^_^ 

Dans  toutes^ ces  formules  réunie^  en  une  seule 
le  signe  3upç'rieur  du  double  signe  additionnel 
appartient  au  complément  de  «*  et  le  signe 
inférieur  au  complément  de  p. 

Par  le  moyen  de  cette  formule ,  on  circons- 
crit entre  deux  limites  opposées  Içs  quasi^ 
valeurs  qui  doivent  compléter  les  deux  racines 
extrêmes  de  la  proposée.  Voilà  pourquoi  j'ai 

4 

appelé  double  ce  deuxième  mode  de  solution  T 
qui  est  le  vrai  mode  pratique  de  la  résolution 
des  équations.  Ce  mode  sera  le  même  pour  les 
équations  de  toùé  les  auti^es  degréi^.  De  soi  te 
qu'oa^ne  déicomp^e  unef  équation  quelc^^que 
qu'en  Tentamant  par  ses  valeurs  extrêmes* 
Il  reste  un  noyau  d'équation  qu'on  réâiout 
ensuitapar  les  formules  des  degrés  inférieur^. 
l5<^  Maî^tenan,!,  si, les  trois  racines,  sont 
réelles,  ou  pêyt  remarquer  que  U  limite  supeV 
Tieure  de  cette  formule  est  positive  ppwr  les 
deux  complémens  de,^et  dç^  f  d'^pr^s  ce  i^ii'oii 


ar  vaî  (74){  car  on-ai  À-ia-lbis  poôr  les  deuac 
signes  a  r  i/ rqF:i5C>o. 

C'est  en  conséquence  de  cela  que  le  grand 
radical  de  la  limite  inférieure  e$t  toujour» 
réel ,  lorsque  les  trois  racines  de  la  proposée 
sont  réèHes,  soit  qve  Ton  prei^ne  le^igne  supé« 
rieur  \Ou  le  signe  inFérîeùr'  ^ui  précède  SC  ; 
c'est-à-dire  que  cette  limite  est  également 
rilèïlë  pBiir'lé  èôiïi^léiftent  dié  ^  et  de  (p.  Ainsi, 
dâtis  ce  cas,  i^(e^  léS  quàôï-Valeurk  de  cette 
ft)rmtift  odt  Ta  fbrfïïe  qui  leur  convient;  elles 
ne  contiennent  pl^us  dé  quantités  irrëdiictibles , 
parce  qu^oVi  n'a'ëinj^ioyé  j^oiir  la  former  que 
des  valeurs  réductibles. 

JDÔ.  Mâiiitêhàrit ,  s'il  y  a  cleux  racines  ima- 
gmaires  et  qu^  y  r  soit  réel,  ce  cas  se  subdivise 
en  deux  : 

,1®.  p^  étant  réel ,  "on  a 

donc  dans  ce  cas  le  grând'radical  delà  forinûle 
(i58)  sera  réel  avec  le  signé  +  qui  précède  «SC 
et  imaginaire  avecle  sî^gne  —  ;  c'cst-à-diré  que 
la  deuxième  quasi-vaileur  du  com^lëmettt  de  t 
isera  réelle,  et  cette  du» complément  de  ç  sera 
imaginaire;  elles  aurôiit  donc  rùtie  et  l'autre 
fc  formé  qiii^  leur  Ibbki^ent:       ^  ^ 


\ 
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G^etle  deuxième  limite  aura  ausaî  le  signe 
additionnel  qui  lui  confient  pour  le  complé- 
ment de  cir  et  de  ^  ;  c'est-à-dire  qu'elle  sera 
nçg^iy^  poux  le  premier  et  positive  pour  le 
dmji^tB€(i58)y  car  supposons  que  cela  soit, 
on  aura 

Pour  complément  de  «■ ,  f    Ponr  compWment  de  f , 


Ainsi  l'on  voit  que  la  deuxième  limite  de  la 
formule  (i58)  a  la  forme  et  le  signe  qui  lui 
conviennent  d'après  la  relation  des  coëffi(^iens. 
2** .  Si  p^  est  réel ,  on  a 

SC—2rV^7<o  1       f  2r  — <yt>o, 
iyd  +  2r/7<oj       (3r  +  iyC<o; 

doQc  le  grand  radical  de  la  formule  (i  58)  sera 
réel,  avec  le  signe  r—  qui  précède  SC  et  imagi* 
naire  avec  le  signe  -4-  \  donc  la  deuxième  limite 
du  complément  de  t  sera  imaginaire  et  celle 
du  complément  de  p  sera  réelle  ;  elles  auront 
donciei;icore  l'une  et  l'autre  la  forme  qui  leur 
convient  ;  on  prouvera  de  même  que  pour  le 
premier  cas  qu'elles  ont  aussi  le  signe  addi* 
tÎQkijQel  qui  lev||i  convient,  c'«strà^ dire  que 


la  limite  pour  ir  est  positive  et  celle  pôuir  f 

négative. 

.^  Il  faut  remarquer  maintenant  que  la  formule 
sert  à  compléter  toute  espèce  d'équation ,  quel 
<|ue  soit  le  signe  de  Ses  racines  ;  car  on  a  dans 
tous  les  cas  />>^,  p  <0,  quand  les  racines 
sont  réelles  :  si  w  est  négatif ,  sa  valeur  numé- 
rique est  trop  grande ,  mîfis  la  valeur  de  z ,  qui 
fait  son  complément,  est  toujours  positive ^ 
car  dans  Téquation  «  =  —  (^  +  «)  il  faut  que 
la  quantité  positive  de  z  diminue  la  quantité 
négative  de  x  numériquement  tit^  grande. 

Quand  les  racines  sont  imaginaires,  on  a 
par  exemple  pour  j»,  réel,  pt<i'^9  p\<^^9  na^is 
si^cr  est  négatif,  il  est  numériquement  trop 
petit,  il  faut  que  dans  l'équation  s  =  —  {'^-^z} 
z  soit  du  même  signe  que  ^  pour  compléter 
sa  valeur  négative. 

l6i.  Maintenant,  lorsque  le  radical  originel 
est  imaginaire ,  tous  les  élémens  de  l'équation 
en  z  sont  affectés  de  quantités  imaginaires.  Ce 
cas  exige  une  opération  particulière  ,  pour 
séparer  les  racines  et  en  faire  ressortir  la  quasi- 
valeur  de  la  racine  réelle.  Avant  de  m'en 
occuper ,  je  vas  appliquer  ce  deuxième  mode 
de  solution  aux  deux  exemples  du  tableau  qtii 
ont  leurs  racines  incommensurables  pour  faire 
voir  avec  quelle  précision  on  peut  l'appro- 


I 


cher  de  la  valetir  exacte  ded  racines.  Je  prends 

d'abord  l'ëquation 

x^ — 7  a?  +  7=^0; 

se$  racines,  qui  sont  de  dîfférena  signes  »  sont 
toutes  réelles,  parce  qu'on  a  SC  —  arj/r<Co, 
SC  +  af  t/  r >  o;  j'ai  d'abord  pour  le  radical 
et  les  quatre  quasi-valeurs  originelles 

P<n==      <  3,o55  o5o  46Î  3o3  8- 
/>,>  *»  =  —  <r  3,o55  o5o  463  3o3  8. 
P  >  ♦  =  —  <  3,o55 ,  etc. 
p{>  9  ±=1      <  3,o55 ,  etc. 

J'ai  ensuite  pour  les  quasi  valeurs  de  l'équa- 
tion de  complément  ou  de  l'équation  en  z  et  z' 

a.-=r(a^'>} =r  g,i65  i5i  389 911  4* 

b=(r),..^,, =iaï. 

c=zl^ 1.  =i4,ia8  45i  081  0459. 

^ — j — W-. — ^  1. 1=  i^yiao  45i  otti  045  9. 
An  =  (2  v^r)  =  a. .  =  g,i65,etc. 

A*=;(|l/7) =  3,o55  o5o  ^63  3o3  8. 

A(p  =  (it/7) =5  6,1101009:166076. 

Je  vcm  encore  paie  la  ^aleuir.  positive  des  qaasi'- 


• 


valeur»  originelle»  (Jue}  le»  tnoi»  racine»  sont 

réelles.  '' 

Je  commence  par  ï>rendre^les  quasi- valeurs 
de  z  et  de  z  avec  la  formule  (laS) ,  seulement 
avec  les  quatre  première^  dëthnales ,  «t  j  ai 

»  »  •  »  . 


#■ 


» 

r    /firVÇ+«Ç\  ......  .=:>o,oo6i.7=M.. 

^«(J/Ç^l  [/^  .Î!!IZ T  Y .  =<o,oo69 . .  =1'. 

'  Je  commence  par  concentrer  les  deux  limites 
^  is-  ^ui  appartiennent  a.u.  çomplëmeat  de  p  ; 
elles  ont ,  comme  opi  voit,  les. trois  premières 
décimales  communes,  et  j'cmploye  laformule 

'    'c'  '     "                                                 G 
— . -,  ou  en  eénëral  la  formule  -; • . 

Je  prends  d'abord  la  limite  moyenne  entre 
les  deux  limites  opposées 

zA  ^       \  moyenne =ro,oo65=fA  : 

/l<o^oo6^..J        -^ 

en  la  concentrant  i'ai ^  .*|Lt==o,oô6i34-      i 

Puisque  la  concentration  a  dimihué  celte  vâ- 

4cup  moyenne  ,  je- conclus  qu'dle  est  tr«ç  ' 
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grande  ,  et  que  ;5'<*/a  ;  j'ai  donc      :  • 

,0050061171  /?     ir       ' 

«<  ^  ^^l  moyenne....  =0,000 1;>5=/*  ;, 

l<o,oo6i34J 
en  la  concentrant  j'^ai 

it/^o^ooGi  35o55. 

Donc  dans  ce  easlaqnais^-valeur  moyenne  étant 
trop  petite ,  j'ai  donc 

r<*/*=<o,oo6i34. .  .1  ^.^o,oo6i335a75: 
*  l>V=>o,oô6f33o55J  '^-       '  ' 


•  9     • 


il* 


.1:) 


en  concentrant  j  ai  .  j 

^jE4^^st=byOo6i33 1  ^49  f 
d*ou 
.f>*fx'*=>o,oo6i33o55.  .1  ,,  r  ^-i  o 

en  concentrant  j'ai  i  .    •    ,. 

V;'==5»,oo6i33ia573, 
d'où 


'•      * 


l>*f*"=>o,oo6i33ia373J  ^     .;  ..;.,;  . 


«n  concentrant  j'ai 


.  ■-'  . .  i  j  j . .  I  , 

d'où  ■  •  ;  '''^ '  •■"' •^" 

j>i^-==>o  006,3313373  ^     -='o,o^6i33i'a3756  ; 
il<V'r=s<o,oo6i3î3ia3783f  (.,.      .     \  ...  ■ 


r 


Je  m'arrête  à  ce  degré  de  concentration.:  la 
quasi-valeur  de  z'  a  ses  dix  premières,  déci- 
males communes  aux  deux  limites  oppqsées; 
et  par  conséquent  exactes;  la  pnzième  ne  peut 
pas  différer  de  deux  unités  au-delà  de  sa  vraie 
valeur. 

Maintenant ,  d'aprèsl'éqiiation  j7)Zzn-(^-r-a')  « 
je  retranche  cette  quasi-raleur  de  celle  de  f 
eiq>rimée  ci-dessus ,  et  j'ai 

a?^  =  —  3;6489i  783965^ 

On  pourrait  à  présent  troiivefr  les  deuxautre é 
racines  par  La  ^ésolutioo  d'une  équation  du 
deuxième  degré  ;mais  je  vais  encore  concent^,^ 
la  quasi- valeur  de  ap, ,  pour  faire  voir  com- 
ment se  comporte  cette  mét|iode  de  concenst 
tration  relativement ' aux  (liâerentes  racines; 
j'ai  d'abord 

f>*Ai8^==>b,6728, 

Comme  ces  deux  lim  ite^  (différent  '  assez  entr^ 
elles  pour  n'avoir  aucun*  ctriffre  <j(ùi  leur  ^t 
commun^  je  leur  fais  faire  à  i^iiné  età-VdOtre' 
un  pas  de  qonceatr&tioii(ipçt|i£:co;tinaitre  leur 
distance  respective  de  la  vraie  valeur 

'%.       ,,  -o    J  différence o,::i37 ; 

j  ai. • .  i  A «=0,937  J        «^    -      j  'i  ij' 
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je  fais  Ç=  1,39  1  :     .        I 

'        f  >-  'îo^  1  différence  0,004. 

j ai.. *f  =  1,386)  *    i 

Je  vois  que  cette  dernière  limite  est  beaucoup 
plus  près  du  centre  de  la  valeur  que  ia  pre- 
mière. Je  concentre  donc  cette  première  pour 
la  rapprocher  jusqu'à  ce  que  son  pas  de  con* 
ceptratioia  soit  à'-peu-près  le  même  ou  jusqu'^ 
ce  que  j'obtienne  une  différence  à-peu  «près 
égale.  J'ai  donc 

,,  *^,     l  différence  0,124. 

**  Aflr  =  1,064    J 

,«  ' 0,077. 

,W  o    î 0,0010. 

k'^c^w^  1,1928  ) 

Je  vois  alors  que  la  concentration  est  très-lente 
dans  ce  cas  ;  cela  vient  de  ce^que  les  deux  pre- 
mières racines  diffèrent  peu  Tune  de  l'autre. 
La  concentration  de  là  quasi-valeur  de  z'  n'a 
été  si  rapide  que  parce  que  la  racine  dont  elle 
est  lé  complément  diffère  beaucoup  des  deux 
autres. 

Pour  la  Wnadre "aussi  rapidevj^  réprei^ds.  la 
quasi-vs^leur  ci-dessus 

A|=  1,386, 
d'où  ...•••;-,■.       '  ••        ;  '•^-    '.i 

«ari-C^-f  x)a»-!'>('-3jo55  +  i386)t=>i  ;(Ô6^  j 


UT)    V.l 
I,  ■'  ■  ■  •  . 


*=1,7+*;  ••'•" 


M     I 
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et  je  substitue  cette  valeur  dans  la  proposée  ; 
j*ai  la  nouvelle  équation 

z^-l-5,iJ8*+  1,672  +  0,013  =  0, 

que  je  fais 

*    » 

3^  +  ajç*  +  bz  +  c;=:o; 

parce  qu'elle  a ,  comn^e  on  voit ,  ses  trois  ra- 
ines négatives ,  d'où  l'on  peut  conclure  déjà 
que  la  valeur  supposée  a: =1,7  est  trop  grande; 
la  petite  racine  de  z  est  le  ccriiiplément  négatif 
de  '  ••;._:._/ 

je  prends  les  d'eux  limites  opposées  dé^  celte 
petite  racine  j  j'ai  d'abord    ; 

i/^a*  —  3b  =^  \/7.  ^* 

An  = .  6,455- 

Av;=:.:...  — 1,355. 

.    .^     .    ,  '  ^  **  "  rt  V     '      j "  '  • 

A  ♦  = o,345>         .     '  4 . . 

A^=.....       4,755. 

>*A*^ r,-  •'v..vnff^'rr>»/>?J<»i  ■•;  ■  '• 

Il  est  aisé  de  rapprocher  ces  deux  limite»  à 
égal^  distante  du>^<^ptre  dp^ia  valeur  i  car-t)n 
voit  que  la  limite  Lnr  se  concentre  rapidefti^lf 
j'ai  d'abord  t     .    ,  1  il.  :  . 


• 
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*  I  =  _  oioo>79aï^<K(i%^  P^ooo  1  i  833, 
j'ai  ensuite  *<*  ^^ 

i'A^=  0,0078125.  ?  '•*•''••  ^'^'''^"«• 
*'^A-irr==      0,00797045  j  -^^ '^  .0,000157. 

Comme  la  différence  du  pas  de  conceptr^ition 
de  k^  est  à-peû-près  le  mêi^e  ipielçeli|i  de 
Ta^  ;  je  prends  la  valeur  moyenne  f^  \  et  j'ai 

/*==  — 0,00727606,    ^ 
*  *f*  =  — 6,007978466.  ' 

Puisque  la  concentration  va  ç»  aqgmentjint , 
je  conclus  que  Fon  a^~>  Jt^,  jniii«.U  CcTriL 
centration  de  |  à  *^^  va  Ç^^dîmia^ant.  ^|^p.t 
donc  trop  grand  ;  j'ai  donc     •  T      ^ 


\<«=-.<o;àij>98i67:  J  ^  =--^.«07980068  ; 
en  concentrant  j'ai  '" 

I        «         -        il»-       .-/fi. 

*f*   = 0,607978564.      • 

Comme  la  concentration  va  en  diminuant ,  i'ai 
J  ai  donc 

/>*/»=— >o,oo7978466)    „      , 

i3 


en  concentrant  j'ai  .._.-.- 

d'où  -,   :  . 

en  concentrant  j'ai    • 
d'où 

f>V'=^>o,<M)7§785>74.1     '_:,  "^g^^^^ 


., *      *..    .  » 


en  concentrant  j  ai 

kii^z=, — 0,00797  85!i836, 
d'où  •  I 

'^~[>*^*'«fe->o,oo797852836  r^  ^^^^'^^^  ' 

^èhfitt  j'arrive, 'après  iine  dernière  concentra- 
tion ,  à  la  quasi- valeur 

.  .    .jtfo"co,  -J5,  ==  — 0,0079785^86  '    \ 

avec  dix  décimales  exactes  :  ce  qui  me  donne 

». 

ar^  =  1,6920214714;     , 

j'ai  ci- dessus 

•    »     '»        ^^'^•=  —  3,0489173395; 

j'ai  donc 

x.  =  1 ,356895860 1 . 

■'•' 
Telles  sont  les  troi^  ^r^çines  de  la  prqpoi^ 


2>D  ciUtth  h^i  thàiièjLi^iovs.     f^ 

d(iht  léi'ValéuM  èmxi  ëiiièlëJiijàîqU'à  la'dftfèy<^ 
décimale.  ..  -i.i.  j 

Tsiutàk^  pa  ane  eootent^  4^  prendre  les 
trois  pretaièt^  /lectnsal^  ^^^c^és\  pura  faire 

en  substituant  dans  la  proposée  cetîte  nôuvélïe 
valeur ,  j'aurais  obtéxrii'  mfi  quasi-valeurs  de  z 
qui  se  seraient  concentrée^  avec  ime  rapidité 
bien  plus  grafadé  enctJrè; 

Soit  propbsé  de'rëfcfcmdVe  encore  Téqua- 
tidn  stlivâtlt^  :  ;     .  .'  r.T 

qui  contient  deux  racines  imaginaires  ,  dont 
les  trois  valeurs  sont  incommensurables  et 
de  difîérens  signes.  ^ 

La  diîuble  iriéqùàfibn 

<yC  3=  3  r  |/r  <  o 
fait  cooclave  4"^  pt-est.cëel,  et  «[oe  l'on-a 

on  à  d'^a&tûyamr  la  solntion  sicftplfe 

^  4' r- 3.B  =:V'Ç  =  3,44948*974378-   ;     ■ 

P>n=      >i,632993i6i85'. 
jt),<:  *  ^:'^>  ti032993É6i95i 
P:i>«=dii:.<i,63,etb. 
i>i<P=s      <  1,63,  etc.  ■•     i 


I 

j 


$ 
t 


Et  l'oa  a  pour  la  partie,  réelle  den  deuxim»- 


f  ginaires , 


D  et  *  I  '*^*'  *  '^'^  *'^^^  '  **"• 

•(  >!""  =  > 0,816,  etc.  ^    . 

On  a  maintenant  pour  Tëquation  de  com- 
plément en  X  etz 

.     a=      4,89897948556. 
b=      6. 

c  =  —  3,911334188394. 

.    Q/=  6,088391737532. 

La  valeur  de  c ,  étant  négative ,  rend  ce  der- 
nier terme  positif,  d'où  Ton  doit  conclure  que 
c'est  la  première  racine  qui  est  réelle  (i53). 
Eli  ne  prenant  les  quasi-valeurs  qu'avec  leurs . 
premières  décimales,  on' a 

AP>An  =  . >4,8989. 

A/),  <A'»  = <0=  —  >0. 

AP>  A*  = •>  1,63299. 

Ap,<  A  ^  = •  •  .  .  <  3,26589. 

On  a  pour  complément  de  «> , 

Î>*A»(i56) • — <o,65i89.. 
<;iA*  — l/iA**— —  • . .  .-^<l,3652. 

Ces  deux  quasi  -  valeurs  ayant  le  ipéme  signe 
d'inéquation ,  je  vois  immédiatement  que  c'est 
la  valeur  de  A: A'?  qui  approche  le  plus  de  la 


/ 
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racine  ;  je  la  concentre ,  et ,  comme  elle  est 
négative ,  j'autâti  une  série-  de  concentration 
alternative  et  convergente  ;  et ,  dans  tous  les 
cas ,  la  qn^sf^valeur  A-^tt  peut  toujours  se  con* 
centrer  ,  qu  elle  soit  négative  ou  positive  , 
puisqu'elle  est  =so,  elle  a  la  plus  petite  valeur 
numérique  positive. 

J'ai  donc ,  en  ne  pontmençant  la  concen- 
tration qu'avec  deux  décimales, 

<A:  A*  =  — <o,65*    ' 

<rA'»  =  -.<o,48. 
<»«^A'«r  =  —  <  o,4636. 

>Ar^Aw=  —  >  046089. 

On  voit  combien  la  marche  de  cette  série 
est  lente,  puisqu'apres  cinq  pas  de  concen- 
tration liés*  deux  limites  opposées  n'ont  encore 
due  '4éux  'décimales  communes  ,  ces  quasi- 
valeurs  ont  été  obtenues  en  laissant  aller  là 
série  sans  prendre  à  ehaiqûe  fois  ta  quantité 
moyenne. 

Pour  rendre  la  marche  4ic  la  concentration 
plus  rapide ,  je  prends  la  qùasi^valeur 

*^A4y==  —  0,46, 

et  j'ai  ^       :    : 

x,~>o4é, 


puis  .      :':.;.  l'i   .'•.'. 'I         '  -.    t.;  •  ' 


•  «  I 


je  fais  aIoi*s  *  .  .  ' 


l        .iî^  ..'.!•' 


et  en  substitufd'tlf  ctàhs  là  proposée ,  j^sil  là  nou- 
velle équÊiriôjîî       -^  '     ^ 

z^  +  6,27*jr*+  iT7iô4^i-7^o,5î>67i  =o, 

qui  conti^^qt.  cpioige  la  propQ(S,ée  4êui  racines 
imaginaires  et  uqe^raciui^  rëf  lie  \  qui  est  évi- 
demmeg)^  1^1  ;p]^ petites  ^'^  le  complément 
de 

Cette  équation  a  tourtes  sps  r^^^^^^ 

excepté  lapremière;^^^  eçt  la  j)luspçtiû^^  S^Ç, 

appartient  à       ,  „     •       .     ♦ 

j'ai  d'abord  .>...:.. 

1/ a»--3b==?V>  =  V^ 
comme  dans  la  Proposée j  pu^ 

AP>An  =  >5,8i3. 


''):      '  ' 


I»U  Cl£6^1   DÈS  IKéO^lTIÔlfS*         I^ 

Cette  q^di-talèur  devrait  étfe  tifëgàtSve  en 
Vàtiètit*iâè^  il  p-^Ouf<lêtx<é  positive  eH' yaleur  de 
i  ^U  câtiAê  >4è%^<f  «*,%  ^  et  eu  oatrë  te  def nier 
câëtûtÙm'étB^^mi^tlt,  iriéh  fëënlfe  que  la 
jlkft  ^tiW')4ekié«»t  positive  en  i;  ^  et  itëgative 
en  Ap  ;  iBtla^l  iktti  ^éfnaf'tîuer  qtte  a  ^  est  ici 
^rinfpktéktfSLâîrétg^tité,  d«MM«  il  est  quel- 
<|àefois  lï^aiif  qUâild  tMffes  lès  valeurs  dejy 
afont  pMltiVM  (54)  :  on  va  Ife  vùîr  par  la  con- 
centntîon  ^  j'ai  donô 

^> O,è0D  =  — <  o^ooo. 

..... .— i>  0,004548. 

^/>.^ — <o,oô455iS. 

. .  • . . .  :^>o,ob455i48t5. 
. .? . . .  ;^< 0,004551481542- 
1 .  i  ...;'...• .  — >  0,004551481 54aSiir. 

>  ou  1  ai 

.    ar,  ^ a,0945Si4jSiH2:l?a. 

'  Am«i  f  afflpèo  cinq,  tenbea  de  ebnteât'ratîdn  f 
f  alroutti  à  une  (|iKnt  ^:ic{llmi^'^uî  la.  quatorze 
décimales  exactes  ;  car  quoique  je  n'aie  :  pas 
ttbtenu  ridienli;lé:des densdentâèrfasiiëciiâ^Ies 
trèhte^ènirv  qéamnoîssKenobsrrvdttit  la'  mar- 
che r^idé  dëla  eooeentralibB^mn  vbiijqulf  lies 
se  troHivërtfîeht  les  mêmes  dans  le  sixième 
terme.  C&tqtte  terme  de  concentration  n'exi* 


1  ^  •  ■ 


gçant  qu'UiPe  i:9,ultipUoaUoqi  ^  une  cUvi^ôn  , 
OU)  Yoit  .fpiP  les  opçratioo^uqiiiM  cpti4ui^>at 
au.:t.;V^I^Vir8  4^3  racines  .^«it^bii^ai^isCCMxp  plus 
oqurteç  et  plu»,  simples'qiie  callies  qu'e^igeil^x- 
traction.  4Vi^e:8imp]i9  raeii^e^'<}ubiqup  par  la 
çiethode  ^  connue  de  1  arithxQétiqUe. 

Il  {sçat  reçiarquepiqu^  dan^  celte  dettiière 
Qonoeptration  j'tai  ^Mapl|8]|ient  laissé  aller  la 
série  ^ansr.prendreilayv^l^ur  iftoyenne  par  la 
méthode  de  compensatiop  »  j'aurais  retardé  la 
marche  de  la  concentration  au  lieu  de  Pavan- 

•    ■  •        -••♦. 

cer  ;  car  quand  l^s  series^ont  rapides ,  chaque 
terme  ne  dépasse  la  valeur  vraie  que  d'une 
partie  très-petite  de  la  latitude. 

Te  ne  m'occuperai  pas  ici  de  la  limite  oppo- 
sée  qui  :appar.tient  à  la  paire  de  racines  ima- 
ginaires :^^a  partie  rationnelle  n'est  pas  sus^ 
ceptible  de  concentration.  Pour  la  concentrer 
il  faut  prendre  l'équaçion  en  P  de  la  propo- 
sée (i47)i  on  la' ]^é^bu(Ira  comme  celle-ci,  et  la 
valeur  réelle  de  cette  équation  donnera  la  paire 
des  deu^  racines limiiginairefl;  qtuant  à  leur  par* 
liej  réelle.         ??;:,:.—$ 

•  iiGâ.  La  douMe^formiiledesqaasf-vateorsde 
ret  z  (i58)  va  nous^servinà  séparer  les  diffé* 
rentes  racines  de  là  proposée  :>d-abbrd  de 

X.  =  —  (^  +  jtj  et  de  z<    ^^ 


ww-     V  ■ ». 


»  i    .    .  / 1 


1    j'aurai  i: 


I  &    ■  .  « 


ensuite  de 

enfin  j^aurai         ' 

en  substituante  toutes  les  valeurs  j'aurai  les  fop- 


j^auràî 


mules 


; 


rzi^-^v. 


1-    M 


«  I         r        -  ■        ♦ 


î:i ?'3k?Wrlf  ;a%p^'|f  P^^  qiiasî ^ vaUurs 

^e.a7^^^];:4is^fîp  <lQ|^ad  de  la  différence 


/• 


' 


plus  ou  moins  des  deux  racines  extrémeil  hfféo 
la  moyenne,  il  eêt  inUtile*  de  la  déterminer; 
mais  il  est  clair  qu'eHet  doivent  être  opposées 

l'une  à  l'autre^ 

f  '  *        t 

Cette  fôrtn  aie  sëptv<  ks-ta^ls  raoînes  de  la 
proposée  en  ^uasi*  valeurs  qui  ont  toutes  là 
forme  qui  leur  coqyieoi.  Mais  il  faut  remar- 
quer que  cette  séparat^o»  des  trois  racines  n'a 
lieu  que  pour  le  troisième  degré.  La  méthode 
ne  sépare  qi^t  l€S|.deuX  x^i&itles  extrêmes  de 
l'équafiÎQa  par  deux  limites  ppposées ,  et  o'çst 
parce  qu'il  ne  reste  plus  qu'une  racine  au  cen- 
tre qu'elles  se  trouvent,  toutes  les  trois  sépa- 
rées. Dans  les  degrés  plus  élevés  i|  reste  au 
centre  une  équation^  ablaissée  de  deux  degrés 
qu'on  résout  etisuite  après  qn'on  eh  a  séparé 
les  racines  extréràes  que  l'on  obtient  aussi 
exactement  que  l'on  veut ,  <)ttttme  qû  vieidt  de 
le  voir.  \  ': 

^  nHi^îs  il  faut  obsCTTW^ue  octte  formule  à 
Idoi^me"^  limites  oppcjpéeà,'  n'appârliërit  qu'aux 
équations  dont  toutes  les  raçipes  sçtnt  réelles  ; 
quand  il  y  a  des  racmesif»«^iiiaire^9  Ui^H^iites 
supérieures  de  chaque  racine  imaginaire  a^ipt»- 
tenanif  àjk '^ésol^itioD  tnp  qespf u/f)|iit  aj^par* 
tenir  qu'a'  la  partie  réelle  de  ces  i^acineè  ;  et 
diifiS''6€  ci»  lés  deui4iliil)e^€|aY  a|]l^^ 
à'>te  ràdué  réèilë  <»M  W  mëiâë  SiiéitoÛom  :jk 


supprime  cet  Aiinitett  potur^ipoirla;  foiiiMile 
5. »  ^.^'  ^ A      i/: '    %1/^       ^  SGYr \  d€  déco». 

\  ^        /  CillfllIlM. 


Telle  est  la  foVmule  générale  et  ultérieure 
d&t8Ôlbti©ii  qtf0  f  «j^pellé  jhHnûh  de  âècùm- 
po$iiion^lgébH^ùéipà)^'ùè  (ji^oii  én'fehi  niag^ 
dangito  de««:ikrtè  partie  pb^r  la  rësolirtîôd  deaf 
équations  à  plusieurs  variables  ;  elle  sépare, 
dans  tous,te^'cijjj.j  les"  quasi-valeurs,  des  racines 
avec  la  f^rme  xmi  :leli¥  convient,  e^  avec  une 
première  approximatioi^  dé^à  8Sfe9.|*;^mii;9C^b^ç« 

D'abord ,  si  les  trois  racines  sont  réelles , 
toutes  les  expressions  tobfr  reliés,  comme  on 

Ensuite  ,  qu§ii<liMi9r  Atidaais  L'éqipatîon  4fo9 
^\R^yn»dgîpA»i9«yfQfk  poftt  ka  dé  la 

racine  réelle  par  le  nïO|rror,dc  cc^tél  tmtfml^f 
soit  que  |/^^soit-téelle  ou  in^aginaire. 

pend  des  deux  grands,  rtâteâtir)     ^  "2      "  '' 


ao4  TAAITi  iLÉKBITTàlKX 

Dans  le  cas  où  x,  est  réelle-,-  on  a 

JC  — arV^>o]        (arV^— «yC<o, 
.yC  +  a  rV7>.o  j  °'*  I  a  r  V^  +  iJC  >  o. 

«,  a  son  expression  toute  réelle,  ensuite  x^  et 
Xx  ont,  pour  leur  partie  imaginaire!,  le  même 
iradieal 


<  f  • 

•   4        • 


r. 


» 

avec  un  signe  opposé ,  comme  il  coiMent« 
Quant  à  la  partie  réelle  qui  doitétre  la  même 
dans  les  deux  racines ,  elle  a  deux  limites.^ 
savoir  ;  . 


1/"^      scV7 


n 


(  •    :» 


qui  correspond  à  x^  et 

qui  correspond  k  x^,  et  qui  par  conséquent 
doit  être  précédée  du  signé  *<j. 
.   En  faisant ia  .même  séparâtiôii  pour  k  cas^on 
x^  estr réelle ,  on!  aura  "M    ^ 

-      *     f>KA+v^)...ii.u'.;«. 

1 


«:+ai^^oi*'_ 
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On  peut  encore  prendre  pour  la  partie  rédU 
des  racines  imaginaires 


H<^4' 1^1  i>î*"- 


En  appliquant  cette  formule  à  Téquation 

x^ — 3* — 5  =  0, 

j^ài  y  en  prenant  pour  la  partie  réelle  des  deux 
imaginaires ,  la  valeur  moyenne  dés  deux  li- 
mites opposées. 
Quasi-valeurs , 

*t<      3,1708. 

^»  Il    i,o854  =F=  i>o93fl  v^trr. 

Valeurs  exactes , 
x,  =      3,09455 ,  etc. 

^  =  — 1,04727  ,  etc.  :T=i>i 36  v^  —  I. 

^* 
Si,  en  conséquenoe  de  la  quasi-valeur  réelle,. 

on  faisait 

éi  qu'on  substituât  cette  valeur  de  sa  daps  W 


proposée,  on  aurait  imnfëdiM^ment  une  équa- 
tion en  z^  doçit  la  pçtîte  raçlp^^  qui  serait  Iç 
supplément  de  ^/,  se  concentrerait  au$si;  rapîr. 
dément  que  cdlé  de  rëqftâtion  ci-deeaus  qu'on 
a  obtenue  en  faisant 

la  quasi- valeur  serait  ici  négative. 

a*.  Quand  Vp  est  imagibaire ,  la  formule  de 
décomposition  ci* dessus'  ne  peut  {>as  servir 
telle  qu'elle  est ,  toutes  les  ékprëssic^É^  feraient 
affectées  de  quantité»  imaginaires  ;  pour  en 
séparer  la  raci|ie  réelle ,  il  fvxt,  d'abord  dégager 
la  quantité  imaginaire  ^  contenue  dans  le  grajad 
radical  ;  ce  qu'on  obtiendra  par  U  l'évolution 
du  radical 

ci-dessus  (î36)  ;  je  fais  ressortir,  dans  ce  cas , 
le  signe  inh1nsé<]ueiiient  négatif  de  r  pour  que 
les  formules  présentent  extérieurement  la  for* 
me  réelle  ou  imaginaire  qui  leur  appartient. 
Alors  "  ■' 

r 
devient  *  -^ 


K 


r 
et  ainél  desf  autres  ,  et  roti^a*  - 


DU  Ci^]:,|QtJ(..II«8   IBiQVAIlltOBS.       Mf- 


^^r^^^^V'Ji^iy  -.H^^4^J^+V^— J»^4,.^^. 


*^-^,    ■  -  ■    r 


On  voit  ici  qu€  le  grand  radical 


•<  1 1 1 1  (  ij 


»— arap '9 


(pi  est  le  même  (|ue 


ar:=tz — ^r«-i* 
r 


quand  on  laisse  r  intrinsèquement  négatif , 
est  décomposé  en  deux  radicaux ,  dont  le  pre- 
mier né  renferme  que  des  quantités  réelles , 
et  lautre  est  une  expression  imu9ginaira< sinif'  ; 
pie  :  car  d'abord  le  radical  intériieur 

Mt  ^téeesBairemeat  réel  (retint  intrinsèque-.  -^ 
ment  positif  ).  Ensuite  le  premier  des  d^ux 
radicaux 

r 


308  TRiLlT3É  ÉIiilliiWÏAIRB 

est  toujours  réel ,  car  o».a  évidemment 


et  l'autre  est  imaginaire. 

Maintenant  pour  appliquer  ces  valeurs  à  la 
jformule  de  décomposition  (i68)  ,  j'observe 
d'abord  que  les  deux  quasi- valeurs  originelles 
»  et  ^  appartiennent  à  la  paire  de  racines  ima- 
ginaires, Tune  des. deux  doit  donc  être  com- 
plettée  par  z ,  et  l'autre  par  z  ;  je  remonte 
en  conséquence  aux  deiix  inéquations  en  A* 
et  eii  Ail ,  et  j'ai,*  pour  complément  de  w, 


1 

] 


Pour  complément  dé  ^  ,  oii  a 


Maintenant  en  appliquant  ces  quasi-valeurs 
de  z  et  de  z!  à  ar,  il  faut  les  disposer  de  ma- 
nière qile*  chaque  pai^^e  de^  racines  ait  une 
quasi -valeur  complétée  parz,  et  l'autre  par 


DU   CALCtJIi  t>MÈ   IffiQUA^TlONS.        ••§ 

x\  on  a  donc  ...    ,  u  .  :  :   .  ' 


,-<}(A-i^^-i  K^-ar-!E»:2:j;„„p,irti 


i— >yf  A — r — r-f4  r      ,  -rrar— tt r-  j .  à'î  { .  • . . .  par  «a- 

En  substituant  maintenaùt  Ie$  valeurs  des 
grands  radicaux  ^  on  a 

166.  rf,._<'(A-V^=:7-iV^+i 


1  *     I* 


,LJ. 


^H?5 

Il  est  clair  maintenant  <^ue  c'est  ladeuicième 
paire  qui  correspond  aux  deux  racines' itha« 
ginaires  de  Téi^uatioxi  (iSy).  Qu^nt  }l  la^Mibç 
réelle  ,  je  puis  la  prendre  avec  deux  limit^ 
différentes  et  opp^eS/-P'alyrd  je  l'aurai  en 
prenant  la  moitié  dç  la  s^mxpç  idp  l'autre  paire 
de  qua$i-valeurs  ^\  m^e  ^jxn^j^ 

«n  deuxième  lieu  /j'aurai  une  autre  liâiité  en 
retranchant  de  A  la  somm«  des  deux  racines 

14 


imaginaires ,  eu  faisant  donc 

»,=— (A  — (af.  +  afOf 
j'aurai  

on  aura  donc ,  dans  le  cas  où  SC  ^  o , 
167.  i         f  <KA-i^R) 

.*»     l 

En  opérant  de  même  dans  le  cas  où  i$G-<o , 
on  a  d'abord 


V^— R') 


168.  rU«<i(A— iZ-r-iV^— 

D'où  je  conclus  ainsi  les  trois  quasi-valeurs 
ded;, 

169.  |*.»L.(A-iV^)=F:|(V^r+ï/:qn 

{*'      |<j(A+V^) 

Si  je  joins  ensembles  les  deux  formules  pour 
^>o  et  4SG<o ,  j'aurai,  en  substituant  le» 
valeur»  de  y^ ,  et  R'  v^"3F ,  la  formule 
suivante  : 
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■<•{     (s.<«+i»/-,+ii^,^+S:).  -m;.  ■■;i> 


>.   ;1     /)  :    ■'    •    t'» 


£n..2q>pliquaat  cettQ  formule  au  dî^- Sf^ptîèim 
et  au  dix-^Hiitième  exjeoipliç  du  ts^blegu  >  99,^ 
pour  la  racine  réelle  du  premier  ,  ^ .  ;  ; , 

i,3o3.  '  ..    iî 

1^66* 

La  racine  vraie  =:  —  i  ^  et  pour  !ë  deuïféibé'i 


l<a,3i. 


La  racinie  vraie  = — ^H.  '  '  •'' 

Je  vais  l'appliquer  à  rëmiation  ^ 

^'-1*  3jc*  +  ajp+  i5  =  o, 

ci-dessus  (106) ,  dont  la  valeur  réelle  ne  peut 
se  concentrer  par  la  série  de  concentration  i| 
parce  que  toutes  les  parties  réelles  des  racii^ea 
ne  sont  pas  du  même  signe»  pn  a  dans  ce  ca9 


et  la  valeur  réelle ,  d'après  t^ette  formule ,  est 


'  / 


X 


j>a,563, 


ht  Tateur  moyenne  dêees  desnx  limiteâf  est 

or,  ^11  3,5;        ^•"'''' 
jefais  a^qrs 

^       ar3ar-^(3,5-h  ^),  • 

et  je  substitue  cette,  valeur  disins  la  proposée  ^ 
et  j'ai  l'équation 

j^âi ,  cômitie  dans  la  prëcédeMe  ,*  t^^'¥^  Si,  je 
pourrais  ,  d'a|)rès  les  formules  ^'ôtl  vîeAl 
d'exposer,  prendre  lés  deux  fimites opposées 
de  sa  valeur  réelle^  mais  il  est  beaucoup  plus 
simple  de  concélilrer  sa  qaasi-valeur  y  A  immé- 
diate^ient^pf r  la  jformu^e 

sans  chercher  à  savoir  si  l'on  a  ifC^^o  ou 
i$C<o,  la  cqncentratîon  me  donne 

4=;=(iA  =  3,83. 
^4=  #•••=  1,167. 

ïê  m*arréte  à  ce  terme ,  et  je  vois,  ûbtnme  cela 
doit  être ,  que  la  petite  racine  est  la  réelle ,  et 
qu'elle  peut  se  coboentrer.  Au  lieu  de  conti- 
nuer la  concentratîoii ,  je  prends  z  =  ~  0,6^ 
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que  je  substitue  dans  »  =9-^(3,5 -l^jr),  et 
j'ai  jr^'''*«i>*ti,9.-  •  • '^^  '•'•"  <*''»•< 
Jq  fof  me  1 14  ftoôtètle  éqtiiiliott  •  : 

ctj'ai   z'  +  6,7«»4^i5,fe3j— 1^631  =0; 
Je  concentré^  ^iiiniëaiâtëiàëtit  |  A  ;  et  j'îd  " 

*'^4  =  —  0,10019.  •. 

D!ou  je  vois  que  e'est*  encore  la  petite  racioe 
qui  eÉt  la^  réelle ,  et  oomnM  elle  est  négative 
-en  p  y  ou  positive  en  a ,  elle  se  conctetrt  alteih 
tiativemeiit.  Gomme  la  Traie  yaleur  qui  eoir 
vient  k  Jt  *est  jb  2=0^1,  00  voit 'combien  elle 
•converge  'rapidement. 

171;  Je  me  suis  beaueocrp  étendu^  dansée 
chapitre ,  sur  là  péso4ution-<ils  équations  du 
frdtsièhié  Aégrë  ^  parée  qii'^^  fallu  en  dév^- 
lépperla  Nature  et  la  thiéoi^le  'du  cal^  idée 
inéquations.  Maià  ce  qui  ap^nient  puremeiit 
à  la  résolution  pratique  dM  ég|inrtions  4é  qe 
deg^é  ,  se  réduit  ^  bien  ^(i  de  chbses.* 

Quelle  que  soit  Téquatién  proposée/  ^i%/¥ 
est  réel ,  prenez  immédiatemen  t  lès  trois  qiiaaî- 
valeurs  de  ses  racines  pftr  la  Cormuie  de  dé* 
composition  (iG3). 


ifi4      .rw  .  Tt^Àjgpi ^iihéM:»T9fiiKiMJE^^ 


vj  \.l     » 


si  elles  sont  toutes  les  trois  r^Hes-,  prenez 
une  des  quaMoln^0U^t£i1^t?éxMS^*itIU&.>âi]ppêUe 
généralement,^^  ^il^l^  ) ~ 

VOUS  j^urqx^uçe  éa|i^|9j^fl^.2j,j4pn^t^i^9uj^p.^^^ 
rez  prendre  le^jlfWÙes  pax  1^  même  formule  ; 
mais ,  plus  simK)^f^^L^  çonqeii^trez  immédia- 
tement la  quà8j^:^)9(ji^£.ile  U  [VKemière  racine 
par  la  formulai  t  on  r  o  —  -     X    \ 

t 

déttç  preknièiie  raMiiiifi(Sera)aIoitt  Ërè$fi|>etite  t^^ 
latîvement  aux  'deuit  )£^utres ,  \^Ue:  se .  conceur 
ivoDai dpDc  t^èa-rafiidement;  $i  ia  ?  oonpeD  trar 
ftibn<  lestl  encoi!écl>rQp(  l^te  ,  ¥C^st  }%ii;jç[9inf^re^ 
une  nouvelle  convergenoe  eiïifâisdfit ,.  ayeçja 
quasÎHvqileur  4éj  J^  j^p^çj^wirée ,  f=  fl<  >  Jb'éqju^tion 

Jba  houvelle  ;^uJ4$tit;}|tip^,<jlje  c^tte  ^aiçur  da^ 
^la  »pmposee ,  «votJ^  40nQ^ra  unç.  ppi^Vj^le  ^qi^ 
iti9nif$«ii-«:,4Gm:t.l*ÇK6oaière  raqiîie^,,ft^9ra  ^rèjs- 
'pelite  ,  se  0QnAep(^erj»;^çQfi|a,rapidçinei]^t. 

Si  le  radical  tfrigî^li^fiîp^^gfpsHren.,  oupreiji* 

tdija Ja  quasi-^vale^r  jfgfUe,  ^uir  la  form^^e..  (i'7o) 

qui'çonvient  à:V^r,j<îeJ  pQur  la  çppcjejatrer, 

•oh  opéreca  de  mâni^^i  ...       s..;;, 

En  général ,  ce  n'est  que.  sur  dfi^i^jiatip^s 
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de  complément  qu'il  faut  opérer  la  concen- 
tration j  et  jamais  sur  Féquatiou  proposée , 
parce  que ,  i^.  sa  marche  est  ordinairement 
très-lente  ;  a^.  parce  qu'elle  ne  peut  réussit 
qu'autant  que  toutes  les  racines  ont  le  même 
signe*  Datis  les  équations  de  complément  la 
concentration  est  d'autant  plus  rapide  que  le 
complément  de  la  première  racine  est  petit, 
les  racinesy  ^nt  toutes  du  même  signe,  il  n'y 
a  jamais  que  la  petite  quasi*- valeur  qui  peut 
avoir  un  signe  différent ,  la  concentration  n'en 
est  pas  moins  convergente ,  elle  est  alors  alter- 
native. 

CHAPITRE  IV. 

De  la  résolution  des  équationê  du  quatrième 

degré* 

PREMIÈRE  SECTION.    *' 

PREMIER  UOBE  DE  SOLUTION. 

De  la  résolution  des  \^aleurs  dep,ou première  mé^ 

thode  de  solution  single* 

1  ij  3  •  Pour  résoudre  l'équation  générale  du 
quatrième  degré , 

iT*  +  A*'  +  B«»  +  Cjc+  D  =o> 


r 


y 


Al6  '    WfiAËTi  ÉLBHIBlffTAtlRF 

je  la  decoifapvte  eoiliine  pour  le  troiisîcme  de* 
gré  en  dteif  X  fedtenrà  ) 

en  eiïectuadt  1  on  a      . 

flftiù  î'ftî  Ie6'i|uatre  «équatioils  •  Auxiliaires , 

Ensuite  je  prends  l'inéquation  condition- 
nelle de  réqUàtioh  du  trdiâièilie  degré  qui 
est  ici 

ou 

i'ai  donc        •■  T)-^,    *         :         '^ 

en  substitu£(i:^t  ][a ^yalieurde  P  deja^en^ièpe 
équation  aù^ili^irç^  x^n'a  une  inéquation  au 
deuxième  degré , 

qui  donne  d.%kix  qiia4i->nii)e^rs  <](tiira)ipartien- 


.puis  av«ç  I'e^U;atiop;aux^lvii|pjt>==^~Ç,  on  f. 


I 


i«-      .r 


.   A-^P^<î>^ 


—  ''■!>  •••■•  >'  •  , .-. .  •■ 

;  =  n  ;P<|_<A,-|»  .y^A^♦«■fB>9ss<n;• 
«ieçit  Àlà^dmïtiJè^éës-ti^tité  plus  petites  ra> 
■cknièi^  el  l*attl»fe1iâfcéllte  êtes  ttbis  plu^igfàhdes. 
On  voit  qu'on  a  obtenu  d'abord  ces  quatre 
4luartuir*ieut*'o*igifl*tïès  de  lamenta  mààière , 
et..^'«j»tès Hès'kéttrtJs  jtftocfptîi  que  dans  le 
tPOÀiétttie  !d«grë;;Jil  ^n-es»  «*  taïéme  de  tons 

1 74.  Il  semblerait  qu'en  introduisaàï  Viiié- 
^ûiiHoii  côàdîrî^iîilèile'dû'  tfôiàîèftiè  dette  de 

i'iwïdasyû-'''''-*-^'''-'r/'''-^    ■■'■   •  ■'••■'    • 

11!»  fil    'm'  t.     ij  .'.1   ■'>  -fv    ■.  V   ■"  ■    '•;  i  '  .        '• 
..  *^4.Pa?»  +  Q*-f  0  =  9, 

iî«ftW8,#  pren^  |;MiîqiWtioa.4jépéral€  qui 
jrenferipe  les,  r^pp9fj^.  de  tous  le^  [Cf^^fiçien^i 

^t 'a^i.'e&t  . . ■    .  ...•..',.,-..  .rj;  ,  ';  :..■.•.:;■■.•■.•. 


\ 


Wf^^T^^Wf  lAncoftyrot^ftt^e.  la. méthode  4c» 
équations  qu'on  a  employé^  jusqu^alors^our 
les  "résoudre  »  il  en  ré^jilterait  une  surcom* 
positioiî  ■  au  lieu  d'une  aécompbsition  ,  et 
Vàti  entrerait  dans  hù'  l^byrii^tiié  de  calciil 
algébrique,  dont  iLné  serait  pas  possible  de 
sortir.  î      -  / 

L'inéquation  Q<|P*  est  le  pivot  de  là  ré- 
solu tiçâ  ^es~éq*ations  du  quatrième  degré  , 
elle  sett  >  trouVer  4oùtes  Jes  inéquations  qui 
na^issent .  de  }a  relatioi^ ,  <^a>  4iver«  coëffîciens 
cntreux.  On  sait  que»tou&  le^  ç((^fficien$  d'une 
équation  se  dérivent  dp^ceux  qui  les  précè- 
.dent. .  ...       },.  ..  '  : 

Il  '^st^sé/,  d'après.  5)$l^r^  de  VQÎr  comsaent 
avec  rinéqua|;ioo  cqç^^itiç^f^^olle  dies  deUjX^re* 
miers.  CQjçfftçiens  ,>qa,peîjt; arriver  aux  ineV 
quations  qui  expriment  la  r^^tioA  d^ilmis  les 
autres.,       ,^,      •       .  •  r,^  .  -  •  ,    4-. 

[  ,^7^;,,J^  9^ntinuÇj^y'o^^  que  ce  qui  .a 
été  dit  relativement  aux  quasi-valeurs  négaf- 
tives  et  positives  en  p ,  dans  la  résolution  du 
troisième  âegré-,  s*appliqïie  parfaitement  ici. 
Ainsi 'jèsil^I^oseJ'd'aèô'rd  (^lié  tous  lès  c6â9i* 
^éîens'  ^dy  ^Isf ^J)rbposée  sont  positifs  ,  que  par 
conséquent  les  quasi-valeurs  originelle^  sont 
positives  éh  p ,  et  négatives  en  à:  Si  toutes  les 


•• 


racines  devenaient  positives  en  x^et  a^^tives 
en  p ,  alors  le  coç£^ienj^  A  serait  négatif,  et 
en  faisant  ressortir  soga,  siçneVJâ  .quasi-valeur 

/>^>,7,. devient  p,  =  — <(p, 

P4  <:  ^  . . . . . . .  r  'devi'eirt  p^  =  —  >  -», 

comnaè^ci-dteàôUs^S).  ^     ^ 

Si  l'equatioÀ^iôAtienf  dés  jçaëitlés  en  partie 
négatives  et  en  pap^i^^p^s^tives' ,(  i'inéquation 

étant  pronëgativç  V  i  appartiendra  à  la*  p|us 
grande  racine  nëgajbive  ei^^  et  la  quasi-valeur 
"v  sera  plus  grande  en  nombre  que  cette  grande 
racine  ;  pai*  exemple': 

Soit  F^1iMttiot^  «</     »  ^  -  •  - 

dont  les  facteurs  &<^t~  l     i  ) 

je  les  place  ici  dans^|j|pu^.QKdre  de  résolution, 

P.  >  * = >,-r  5»<glf= .— <  5»<>7^  » 

/'4<^  =  <         '.576.       ■   ^^     •^,,0',.;,.; 

Tout  ceci  est  confoi^me  à  be  qu'on  a  déjà  vu* 
176.  Il  s'agit  de  '  coffi|{lètter  les  quasi-va- 
leui*ft)9retif  ;^jfi)pFéadsfUmé(|uatiQair>(f    :r  r; 

3iiob  B  10  ;.    i    Q>Aûj'>Bî^  Pi^ii>  J"0'.  iii]-  i ':(;^r 


1  ;  1  '  •  \    r 


je  la  c<mipare  arec     '  îf  (      : 

en  faisant  y^  A*— |B==V^. 

-Q  II  76(A6B^V+9r-T6A^  ; 
Q  II  i\(A--a(A»^B)+>+2^^. 
•     '  Q  II  1Î5(A^+l^4^»A♦^«    ..:  : 

■      ■  Q  II  f«(A-f  V>)'^  •.     '     ■ 
eIen=f(A+V^..Q  H  in*.    \ 

Pui»     ^  Q<îl^,  ' 

donc  itr>|P% 

donc  Q  <  y  n^  ?        . 

^n«  =  B— nv,  et  Q<Br~fii^. 

En  fàiisinif  la  tnètné  Gfpëfatiôn ,  arec 

•       Q||B-i'i^,    ■''       ■ 
on  arriverait  de  mèmeà^^ 

donc  on  a  d'abord 
mais  ion  a  ^^^ 

on  ne  peut  tien  ciMclurë 'de.  «^eiideulciiiëqu té- 
tions qui  sont  dai^r  le  iQeme;  sens  ;  on  a  donc 


0"  ^  '       • 
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seulement  l'iiiéquation  de  direction  incertaint 

comme  dans  le  troisième  degré. 

177*  Par  le  simple  raisoonemept  on  a  prou* 
▼é  ci-dessus  (61) ,  que  pour  la  petite^  racine  on 
devait  ayqir 

J'appelle  K  cette  quasi-<valeur  de  Q  qui  cot^ 
respond  à  la  somme  du  produit  des  trois  plus 
grandes  racines  multipliées  deux  à  deux,  4ovb^ 
me  n  correspond  à  la  «omme  des  troiA  pluf 
grandes  racines.  Si  on  substitue  K.  et  «v  dans 
Tequation  auxiliaire  , 

R  =  C  — Qp; 

on  aura ,  par  le  même  raisonnement  ^ 

* 

parce  que  K  est  plus  grand  que  sa  Talent  Q 
correspondante ,  et  ^  plus  petit  ;  et  parce  que 
K  est  toujours  plus  grand  que  *»,  et  ne  cesse- 
rait pas  de  rètre ,  Èi  tes  deux  quasi  -  valeurs 
parvenaient  il  leur  valeur  correq>ondante  Q 
«tp,. 

178.  Voici  comment  on  peut  encore  dé- 
montrer la  direction  de  cette  quasi-valeur  de 
R.  j'appelle  /  la  quantité  dont  K  surpa$Ke  ta 
valeur  Q  correspondante  ^  et  4^  là  quantité  qui 


manque  à'«  pour  Taloirp^.;  au  lieuide 

j'aurai 

R==C— (K^i'^)(w  +  z),'         •*  • 

avec  la  valeur  de  K,         *  ^ 

Le  deuxième  membre  de  cette  équation  ren- 
ferme deux  parties,  I4  première, 

est  la  quasi*>valeur  de  R ,-  et  l'autre  partie  e^p 
ce  qui  la  complète  ;  si  ce tte^  quantité  '* 

[(B  — n.ar)z  —  (»  +  zy]  ,' 

qui  est  précédée  du  signe  —  est  toujours  po- 
sitive de  sa  nature  ;  il  faudra  conclure  delà 
que  l'on  doit  avoir  • 

R<C  — (G— n»V; 

puisqu'il  faudra*  toujours  en  retrai^cher  une 
quantité  positive ,  pour  avoir  la  vraie  valeur 
de  R  ;  c'est  donc  ce  qu'il  s'agit  de  faire  voir. 
On  a  d'abord  Tinéquatioa  incertape , 

(B  — n^)jc  — C»  +  z)^'||o;  r 

je  substitue  au  lieu  de  z'  sa  valeur  en  fonctions 
de  Zf  que  j'obtiens  de  eette  manière  :  . 

d'où  j'ai 

z'  =  {u—^^^^z)zs 


,  ,..„■/-«.{  Il  -A(6A-)-8B+6aV7, 
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j'ai  donc  ,  en  reprenant  l'inéquation  incer- 
taine , 

B — wr — (n  —  IV  —  «)(v+  «)Ilo;      .  , 

en  substituant  les  valeurs  deli  et  de  9-  en  coeffî- 
ciens  de  la  proposée ,  j'ai,  tout  calcul  fait, 

z'— i(A+9>f7)«+i(iiA*— a8B+3A»^||o, 

puis 

(«- 

d'où 

(z-i(A  +  9V7))*  +  ^(A  +  V^)*||o; 

mais  le  premier  membre  de  cette  inéquation , 
composée  de  deux  quarrés ,  est  nécessairement 
positif  toutes  les  fois  que  V^  est  réel ,  donc 
on  a 

donc,  en  remontant ,  l'on  a 

(B — H»)x  — (cr  +  «)z'>o; 

donc ,  dans  la  -valeur  de  R  ^  la  quantité  que  l'on 
retranche  de  la  quasi-valeur  est  toujours  posi- 
tive ,  donc  on  a 

R<C  — (B  — n«)-». 

Delà  avec  l'équation  auxiliaire  4»  Bp£:=D,  on 
obtient ,  pour  la  quasi- valeur  complète  de  la 
première  racine^ 


2ia4  TRÂixi  éLiiiCNrt.AiHE 

^79-  P.>c-(B~n^)^ 

et  pour  », 

Pour  obtenir  delà  la.  série  de  concentration , 
il  faut  déterminer  le  rapport  d'iàéquation  dq 
»  à*-»,  j'ai  ^ 


o  II  ^  -^  A^'  -h  B^r— C  ^r  4-  D  ; 

mais  le  deuxième  membre  n'est  autre  chose 
que  Téquation  proposée,  dans  laquelle  on  au- 
rait substitué  la  quasirvaJbur  '*t-9r  à  la'plaee 
de  X ,  ses  facteurs  sont  dofiç 

o  II  ('^--a)(7f—,b}(7r^p)X'^^d). 
Comme  ils  sont  tous  aégati/s  ,  leur  prodviH 
est  positif ,  donc 

o<cr<  —  A^^  +  Bcr»— Ct  +  P; 
donc 

donc  ou  a  tes  rapports  d'^ji^^uatiom 

.    T  <  *  T  î 

/\  A 
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de»,  >*•»-,. on  a 

cl  Ou  '    •  .'.  •>!.  ii 

-^  V— Aifc»*  +  ftt«^— G'  . 
D   •    '  ■ 

Delà  on  conclura ,  comme  ci-dessus  (87)  ',  U 
série  de  concentration , 


«     i    * 


^'  >  kn'  >  Jt  V  >  *  V>  ^'V ,  .etc. 

V  V  V  V        '       \^ 


179.  ^<*'5r<*V<*V<A:"V,  etc.) 

A         A  A     ,        A-  A    ,  V  =  Pj. 

Pt    Pi  ,  P«      >P.        P«  j 

Et  si  V  acquérait  une  valeur  qui  dëpassi^t^l^ 
première  racine  seulement ,  en  Tappelant  tt  , 

.  ir-  ^\ 

ou  aurait  la  série  xippôsee ,  ;   ''      > 

Pi        P'         P'  Fi      .    i»i  3 

Je  suppose  ici  toute^  les  .rapides  négatives, 
si  elles  étaient  toutes  positives ,  ce  serait  la  deiy 
nière  quasi-valeur  ^  qui  serait  susceptible  de 
se  concentrer  ;  jtnais  cpmnîë  /74  <  ^  devient 
p  = — >  «r  en  faisant  arfissQj^t^çjSon  sigpe  né^^ 
gatif,  on  a  encore  la  même  s.érie  que  celle-ci, 
à  Texception  que  les  termes  ëtant  métanéga* 
tifs,  elle  est' précëdëe  du  signe— ^  qliî  affeétte 
leur  quantité,  et  non  pas  leur  direction. 

On  aura  encore  une  série  convergente  qui 

i5 


fia6  TRAITÉ  ÉLJÊMEîCTAIRfe 

sera  alternative,  si  la  quasi-vàleàr *  est  la^Ms 
petite  en  notabte,  qiioiiitt'elle  (îorrespoiide  à 
une  racine  d'un  signe  différent  de  toutejJ  le» 
autres,  par  le  mêine  raisonnement  que  ci- 
dessus. 

Il  n'est  pas  inutile  poor  la  théorie  de  détei^ 
miûer  la  direction  de  là  gràiidè  qûasi-^aîleur 
complète  ou  de  ir  ?  ;  on  aura  comme  ci-dessus 
èeui  cas. 

i«.  Si»>?,  on  a 

Q>B  — «^j 
r'>C  — (B— ♦?>» 

ou  . 

■    ...    •■•      _© • 

P*^  G  — (B— »0»' 
fl».  Si*<*,;ùna   . 

R<Cï--(B  — *•)*; 
d'où-   ■  •  .■•■.■■■■  .. 

»         ^^^  ...  '.»        ,  '•- 

P*<    Grt-i(.B.4-*..^)*   '    ■ 

Pour  lë-^reifiiéir  éas  dft  fe  ddfic  \ 

juais  en  déterminant  le  rapport  d'inéquation 
def  à.fc*>  on  a 

,♦  — Af'  +  By  —  C?  +  D  >  o  ; 


car  les  quatre  facteurs 

sont  tous  positifs  ;  d'où 

--D        

Il  suit  de  Ik  que  la  latitude  de  pj^  <  kp  tsat 
plus  grande  que  celle  dejo^  <;  f ,  on'aucaît4«« 
rapports 

,<?<*♦ 

V         V 

P4        Pi 

qui  détermineraient  tine  -sërie  de  <(M3riiôéTifnr- 
tion  divergente^  Ceèi  cOnfikTiie  ce^qu^h^^ 
ci-desws  (9S),  .^ue  les -fériés  de  >cohcefttr£ftitfti 
des  racines  paires  étaient  div^ngeifleB^^et  <iell#s 
des  racinesâmpkrresèdnven^uMs  r  cette  Ibi'^t 
importante. 

'-  Qaant  an  ^deuxième  "oas^,  les  dem:  inéqi^S'- 
tions  opposées  pf^Kr^tp^^^f,  anit«5tlOëdt 
que  it'^  a  ^rstnebi  ta  \ateob,  'ét'^h'|>éut  4a 
conceo^rer  par  la  com^ntration  ^e  «edm^i^M- 
sation. 

j8o.  Ohpe«ti»éiha¥<iuérxjtae1afoi'muIeae 
eOUtf^«tratl6h  ^our  le  qtiatriènite  degré,  éit 
généralement  la  formxife*dé 'la  (|uàsi-*viietlr 
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« 

complète 

en  substituant  successivement  à  la  place  de  n 
et  de 'v,  les  quasi-valeuts 

kny  k^j  h! Uyk' 'v^  etc. 

181.  Quant  aux  racines  imaginaires  qui 
peuvent  se  trouver  dans  Tëquation,  je  ne  cher- 
cherai pas  à  déterminer  ici  les  inéquations  con- 
ditionnelles qui  apprendraient  à  les  recon- 
naître ;  les  formules  ultérieures  de  solution 
qu'on  obtiendra  en  donnant  les  quasi-valeurs 
des  racines  avec  la  forme  qui  leur  convient, 
feront  connaître  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires que  contient  l'équation,  et  le  rang 
qu'elles  y  tiennent  relativement  à  leur  partie 
réelle.  J'observerai  seulement  que  quand  or  et 
p  sont  réels,  toutes  les  fois  qu'on  peut  obtenir 
avec  '9-  une  série  de  concentration ,  on  peut 
conclure  qu'elle  correspond  à  une  racine  réelle. 
Quand  le  radical  originel  est  imaginaire ,  on 
n'a«  d'autre  limite  que  la  quantité  >  Â  ;  mais  si 
l'équation  contient  deux  racines  réelles,  on 
obtiendra  avec  cette  simple  quasi-valeur  une 
série  de  concentration,  qui  aboutira  ou  à  la 
première  ou  à  la  ti^oisième  racine,  selon  que 
l'on  aura  p<3-Aou  /?>jA. 
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182.  Avant  de  passer  à  la  section  suivante  •^^^••^^ 

*  ^  'ceatratioa 

il  est  nécessaire  d'exposer  la  loi  qui  suit  la  pour  les»- 
série  de  concentration,  quand  il  se  trouve  desicj. 
racines  égales  dans  l'équation. 

Si  Ton  suppose  d'abord  que  les  deux  pre- 
mières racines  sont  égales,  et  qu'elles  soient 
toutes  réelles,  on  aura' pour  la  première,  et 
par  conséquent  pour  les  deux  premières,  la 
série  de  concentration  (87) 

^  <r  <;  jt^  <;  A'-»,  etc. 

y\  /N  A 

/>t         p.  P. 

mais  si  l'on  donne  à  'v  ou  h'v^  une  valeur  qui 
lui  fasse  dépaaiser  la  première  racine ,  elle  dé- 
passera en  même  temps  la  deuxième ,  la  série 
de  concentration  divergera  de  la  deuxième 
parce  qu'elle  l'aura  franchie,  et  convergera  vers 
la  troisième.  Ainsi,  dans  ce  cas,  on  ne  peut 
pas  avoir  deux  séries  de  concentration  oppo- 
sées, on  ne  peut  avoir  que  la  première. 

Mais  quand  l'équation  contient  trois  racines 
égales,  si  l'on  donne  à  «v  une  valeur  qui  dépasse 
la  première  racine,  elle  dépassera  la  troisième, 
alors  la  série  deviendra  convergente  en  sens 
contraire.  De  là  suit  cette  loi  :  ^n  a  deux  sé^ 
ries  opposées  de  concentration  quand  le  nombre 
des  racines  égales  est  impair,  et  l^on  ne  peut 
en  cpoir  qu^une  quand  te  nombre  des  racines 
égales  est  pair. 


lïs'si^li  ^  qo^fy^mé&T'  Mite  loi  par  des  exem- 
pte^, te  yffei^  â'^hovd  Fequation 

jB^ +- 15  »*  +  55  «••+ Si  a?  +  lo  =  o , 
dont  les  facteurs  sont 

(x+  lo)  (^-Ip  i)%, 
et  qui  a  pai:  CQU^iClvexM;  troî^  r^cîi^esi  ^«^. 
On  a 

^  ==—  3,5. 
♦  =       3.      . 

^  =         lO. 

Op  peut  remarquer  d'abord. qw,  ^  contient 
la  son^me  exacte  de^  trois  petite^,  racines  qui 
sont  égales,  et  ^  la  valeur  exacte  die  U  q^^^trièi^^. 
Ce  résultat  confirme  ce  qi^e  l'op  a  ^vi  ci-desî^us 
(85) ,  savoir  :  que  quand  une  équation  a  tQUtes 
ses  raciues  égales  moiqs  une ,  1^  qu^sj-yaleur 
originelle  de  la  s^eule  racine  i^éga^^  ei^priine 
exactement  sa  valeur. 

Maintenant  ci  je  concentre  ^j  qui,  com^^ç 
Ton  voit,  e^t  extradiyergent,  j'aury^i 

A    T  =?=  0,02, 

La  série  de  (coaeeiitration ,  eomme  on  voit, 

4 

est  très-lente  ;  mais  on  connoît  les  moyens  4^ 


t 
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la  rendre  rapide.  Je  fais 

et  j'ai  y  en  faisant  un  pas  de  concentration , 

je  fais  ensuite  franchir  à  «-  la  valei^r  de  la  ra* 


cine  en  faisant 


*j   • 


»=i,i; 


jai 

ifc-»  =  1,098  : 

6n  voit  que  ces  deux  valeurs  de  X:  4r  avancent, 
en  sens  contraire ,  vers  la  valeur  i  de  la  racine* 
Soit  maintenant  Fëquation 

a?*  +  7  0?*+  i7«*  +  17^  +  6  =  0, 

dont  les  facteurs  so^t 

On  a  d'abord 

n  =  6,6867. 
çr  =  o,3z43. 
»  =  3,8143. 
^  =  3,1857. 

La  série  de  concentration  a  une  marche 

,  '  '  *  ■  ' 

lente,  à  cause  de  l'égalité  des  deux  premières 
racines.  Je  fais 

»  =  o,9» 

•  •    • 

jai 
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je  fais  ensuite 

•^  =  i,î, 

et  j'ai"  "  ••     -••     ••' 

On  voit  que  dans  ce  cas  cette  dernière  vale 
de  A:  «-  ne  retourne  pas  vers  la  valeur  de  la  ra- 
cine  =  1 9  mais  continue  sa  marche  croissante 
vers  la  troisième  racine. 

f  Poqr  ^voir  si  une  équation  a  des  racines 
egalje;»;^  il  a'e^t  .pas  nécessaire  d'avoir  recours 
à  la  méthode  connue.». on  le  voit  immédiate- 
ment  par  la  concentration  des  limites  que  l'oa 
obtient  en  valeurs  de  p  et  en  valeurs  de  à.  Il 
faut  remarquer  qu'à  proportion  que  les  termes 
de  la  concentra tidn  ^s'éloignent  de  la  racine, 
leur  pas  ou  leur  différence  est  plus  grande; 
ils  ont  un  maximum. d'accroissement,  après 
lequel  ils  décroissent  en  s'approchant  de  la 
troisième  racine.:  .  ,  •  . 

Pour  se  procurer  .Tinè  double  série  de  con- 
centration dans  ce  .cas  ^  il  suffit  de  se  procurer 
unç  équation  en  P ,  comme  on  a  fait  ci-dessus 
pour  le  troisième  degré;  elle  sera  toujours  du 
même  degré  que  la  proposée;  et  dans  ce  ças-ei, 
comme  chaque  valçqr  de  P  contient  la  somme 
de  trois  racines,  elles  seront  toutes  inégales , 
à  moins  que  la  pt^ipàsée  ne  contienne  deux 
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pairèd  de  racines  égales.  Au  reste,  il  est  assez 
inutile  d'avoir  recojors  à  ce  moyen. 

La  même  loi  a  lieu  pour  les  équations  qui 
contiennent  des  racines  imaginaires.  Je  prends  ^ 
pour  premier  exemple  d'abord,  une  équation 
dont  les  racines  sont  inégales,  savoir  : 

X*  +9*^  +  3o:i:*  +  4fl^  +  ^0  =  o; 
dont  les  facteurs  sont 

{x^-i-Gx-i-  io)(«+  i)(*  +  2)«=oî 
on  a 
AT  =1,5    ")  Je  fais  îr  =  o,9      f   tsssi^i: 
kT  z=  1 ,44  /  J'^i      *T  =  0,^27  1  Aîr  =  1,077. 

^  =  3    J 

On  voit  que  les  deux  quasi-valeurs  àe  kw  con- 
vergent en  deux  sens  opposés  vers  la  racine  1, 
comme  quand  toutes  les  racines  sont  réelles; 
mais  je  prends  maintenant  Téquation 

x^  +  Sx^  +  a3x^  +  26x  +  10=0, 

dont  les  facteurs  sont 

(«•  +  6  +  10)  (x  +  i)*^ 
on  a 

»  =  0,7671  Je  fais  9r  =  o,9      fV=i,i. 
Attzs  0,79    l  J*ai     At  =  0,905  j  Acr=  i^io5. 
f  =  3,aâ5  j 

On  voit  dans  cet  exemple,  qui  contient  deux 
ïacines  égales  et  deux  imaginaires,  que  les 
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la  racine  cofliy^j«çii,tv#ç8igUe*  n^is  ^çf  t^mfi» 
qjifi,  Vçp,^  fç^P^Ç  ç'<U^  é^çign.çnt  enaxçe  p/ar  la 
,  ç9MïJ<ÏV;|t,iw  d^  l^  cp1X9^^tfAXio^.,  ^sjn^  ceg 
d,çux  çjiçinplfis ,  le  r^^i^.  ««igin^l  €!§f.  téd  ; 
mais  le  méfi(te  cesults^t  41)1*31^  U^  s'il  4tai,^  ûi^r. 
ginaire ,  en  orenant  pptir  aua|8v-valçuy  origi- 
nelle -^  =  j  A. 

On  peut  observer  maintenant  que  dans  le 
premier  dé  ces  deux  derniers  exemples,  la 

quasi- valeur 

nr  =  1,5, 

.  '  *  * 

qui  correspond  à  une  racine  réelle,  a  sa  di-* 
rection 

Cftnfçtfme  |\  pçlle  de  la  mèq^ç  q^a^i-ya^eur  dan? 
les  équ2\^jqçi,s  du  trq^^ièmfi  ^egré  qui  oa.l:  deux 
racines  imaginaires,  quai^d  elle  correspond  à 
la  racine  réelle  ;  mais  dans  le  deuxième  exem- 
ple, la  même  quasi*valeur 

^     '         T  =  0,767 
*  -^  =  0,7^ 
annonce  i^qe  (direction 

•  -  •  *  •  * 

q«i  est  H  W^ènïP  qv}^  çellf  qv}i  %  }i«ii  qHa.n4 1«* 
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tipns  du  ijfoi^çmç.  ^egC^  »  V^W»ion  indéler- 

i^«  çqïi.^ieîif  qye  la  seulç,  j^ç<;|^a^iç^^ 

et  quan4  S'^  deux  raoÎHO^  sont  ima^naires  ^ 
il  fai^t  absolumeot  que  l'on  ait 

Q>iPV 

Mais  dans  ce  cas-ci ,  lorsque  Téquation  indë-* 
terminée  contient  deux  racines  imaginaires^ 
on  n^a  pas  toujours  pour  cela 

on  peut  a^ir 

Q  <  i  B^  : 

c^est  le  cas  où  le  radical  originel 

est  réel ,  alçrfi  qq  g 

P>'^^P<9 
comme  dans  les  équations  où  toutes  les  racines 
sont  réelles,  parce  que  c'est  de  cette  inéqua- 
tion que  les  quasi-valeurs  originelles  prennent 
Içilf  di ration;  ^^pn  o§  oai|,  |^  dpM^  racines 
^^^gi^f^ir^^  4^  l'équ^MQf^  inflét^rminçe  ne  prq- 
^enn^Qt  p^  ^p  la  irelstjôfi  4çs  4eïjii  pr^fpiers 
CQëf|^cie|i«  ?  et  Q,  mm  4l»  M^çi^èwe  Çoëfft- 


n 
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Au  reste,  je  ne  m'occuperai  plus  à  déter- 
miner les  différentes  relations  qui  font  varier 
la  direction  des  quasi-valeurs  ;  elles  se  multî* 
plient  à  proportion  que  les  équations  sont  à 
un  degré  plus  élevé  :  il  en  résulte  une  compli- 
cation qu'il  est  inutile  de  débrouiller.  On  voit 
que  la  résolution  des  équations  ne  dépend  pas 
de  la  connaissance  de  la  direction  des  quasi*- 
.valeurs,  le  résultat  de  la  concentration  l'ap- 
prend toujours.  Le  signe  inégal  \\  suffit  pour 
les  différentes  opérations  du  calcul  des  iné- 
quations ,  dont  le  but  est  de  séparer  les  quasi- 
valeurs  des  racines.  La  détermination  des  si- 
gnes •<  ou  >  n'appartient  qu'à  la  théorie  :  on 
peut  parvenir  à  son  but  sans  en  déterminer 
aucun. 

De  la  résolution  des  pâleurs  de  x,  ou  deuxième 
méthode  de  solution  simple. 

l85.  Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  l'équa- 
tion indéterminée 

;t^  -f-  P  a;*  +  Q  a?  -f-  R  =  a. 

11  faut  commencer  par  observer  que  dans  la 
résolution  en  p>  j'ai  commencé  par  déterminer 
la  quasi-valeur  de  P  par  la  relation  des  deux 
premiers  coëfficiens  A  et  B;  j'ai  ensuite  déter- 
miné Q,  puis  R  ;  enfin  j'ai  complété  la  quasi-  ' 
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valeur  de  p  par  leur  détermination ,  j'ai  suc- 
cessivement employé  les  quatre  équations  au- 
xiliaires ,  selon  leur  ordre ,  i ,  :i ,  3 , 4-  ^^  prends 
xnaintenant  une  direction  opposée,  et  j'opère 
sur  l'équation  indéterminée,  en  partant  de 
droite  à  gauche.  Ces  deux  marches  opposées 
ont  été  suivies  dans  le  troisième  degré,  et  elles 
le  seront  dans  tous  les  autres. 
J'ai  d'abord 

Pi 


D    ' 
d'où  R>— . 

pour  avoir  la  quasi-valeur  de  Q,  je  prends 

d'abord 

D 
R  =  -, 

P 
R  =  C— pQî 

C  ^  D 

j'obtiens  Téquatioii 

n  = de  K       '  —  —  : 

puis  avec  l'iaéquation  p^  <f  ,\j'ai 


Je  ne  mcits  pas  ici  le  double  signe  d'inequa* 
tion  avec  le  douore  signe  additionnel  ±,  parce 
que  je  réforme  de  nouveau  le  quarre  pour 
faire  disparaître  le  radical  ;  il  me  reste 

d'où  je  tire  enfin 


En  exprimant  Q  et  R  e^  fonctions  de  «,  on 
aura  par  les  mêmes  opérations 

Cx*— D     ^       C 
Q< ^,R<-; 

l'ai  donc  y  en  fonctions*)  En  fonctions ''de 'Ir  ,- 

de*,  . 

P>»  =>A'J   ï»<n  =<A,. 

Q>:2i=£=.>„Kx3<Si=5=<R. 


?• 


*» 


R> -  =  >  C  1  R <  -         =  <c. 

J'ai  ensuite 

puis,  avec  réqùàrCiôn  indcf terra ineè» 


i 
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j'obtiens 

A'  a:'  <  —  a:^  —  Q  AT  —  R  , 

puis 

ÀV— o:^— k 

Q< -, 

et  avec  l'inéquation 

B'«<  — «»  — AV  — R, 
puis 

R<  — a:»  — Ajc'  — Baf, 

et  avec  Tinéquaftion 

R>c', 

'  '  I 

j'obtiens  enfin  l'inéquation  du  troisième  de- 
gré en  * , 

En  opérant  deniiéme  streù  les  quasi -valeurs 
en  n,  j'aurai 

x^  4-  ii^  ip«  4.  iè,  X  +  'Cf  >  b. 

J'observerai  d'abord  que  la  première  de  ce^ 
deux  inéquations ,  qui  çst  en  4 ,  est  l'inéqua- 
tion aux  trois  quaài-valetks  des  trois  plus 
petites  racine^  ^  là  pi^ô^ds^';  <^h»^«[è*<^$l§fA'- 
cîent  est plùsfFetitqûfe^SWîiieht 'cfeu^dèTé^iM-^ 
ïiùti  à  ^e«s  tiédis  tpeiîitê^  *racm^  ^tUikdà.  P^  11 
tfiétnè  -raisotis  là  deu^èttié  ibé^iitfliôA  ^i^^i^ 
Êeftt  'â\ft  t»ois  ptas  gràildes  teAiïfefe  *dfe  ^ïh  ^pffS^- 
posée ,  les  coëfficiens  surprissent  en  y^ïhstt  dîitA^ 
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qu'aurait  l'équation  aux  trois  plus  grandes 
racines  exactes. 

Je  traite  ces  deux  inéquations  comme  deux 
équations ,  et  je  les  résous  comme  ci-dessus , 
Aiais  alors  j'emploie  le  signe  ||  • 

l85.  La  première  en  ^  donne  les  deux  iné« 

quations  t 

C 

x^+  ^'x  +  -,  [|o, 


,  r 


< .     »     •  '  • 


X*  +  n'x  -f — ;  Il  o; 
la  deuxième  en  n  donne 

»■+  *^x  +  — ||o, 

Cf.. 

:   «•+  ^fX  H Il  O. 

La  première  de  ces  quatre  inéquations  cor- 
respond aux  deux  plus  petites  racines,  comme 
on  l'a  déjà  vu ,  de  l'inéquation 

x^  +  M  x^y  etc. 

et  par  conséquent  aux  deux  phis  petites  racine^ 
de  la  proposiée.  Je  résous  ces  quatre  inéqua- 
tions^ en  donnant  à  leurs  quaai-valeurs  le  rang 
qui  leur  convient  dans  le  tajbleau  suivant ,  qui 
présente  l'ensemble  des  opérations  qu'on  a 
déjà  fa^tes^ 


é 
/ 
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,\,.-HJ  If-Vin' -y 


.  • .  •  *   > 


86.i   I.       1      ...c'\'-« 


<  1»  * 


V    »» 


x»4-iibr'H- ctci<  i  "''       •.,... 


'„.  ''U-Ui»-HViV-f 


^  •  On  voit  4atift.ce  tafaleiuque  réqu}ationipr/0^ 
«lodii^^btua  ttfOQc^qm  se  rainifiei4':al>ord,.eji^ 
sdeuiibTanchds/jla.âiipérieiire  en  ft^^rinSérAei^.r^ 
^n^^^^^Cette  denaîère  iotbte  la  branche  de^ 
qu^âéif^^id^tars  îrréddétiblafi^  cornais -i^aA#  l^ 
Jtoofeièrtie^grë.  -En  ;cf&t,  en  repipenîani;  le^ 
deux  inéquation&  eU^^et  jen  «  dn  trçisj^fne 
^«grë ,  qui  ontjncpBMise  ce»  deynîèreii^  l^di- 


2t4^  *rnAi*£i  jÈLÉMteiPtAiHÉ    ■^*- 

les  coefBçiçw  de  la  première  étant  inférieurs 
a»x  vraies  valeurs  au*qoel| es  ils  correspon- 
dent ,  sont^  contèmis  dans  l'équation ,  et  leur 
Kraite  vers  raçcroissemen»  iést  d'ietre  égaux 
aux  valeurs  eîKacteà^  Wfltti  4^^^"  dahs  lei^ëq^ia- 
tiens  dn^tiroésième  degré,  lorsqu'à  y  a  deux 
racines  égales,  et  que  *  corresponde  leur 
soiïft¥ie-B!^JiiattKr«|CÔté,  l'inéquatton 

t  I 


^. 


iuses^.quasi-valeùrk  ii»tagi»kires ,  tant  que  ses 
CCyèïBc^tîrt»*  iôut  4rop  grands,  et  sont  par  con- 
séquent hors  de  l'équation.  La  limite  de  cette 
^^lité  ^^Ité  iufBginaifeft ,  /eat  lorà^fi  )ces 
WtisÎÀl>'Vàlè\ltid  exprimeEBft  exaotonurnt  ks  d«UK 
tâèlàësi^  cbiAme  cela  a^  cfiicœ^  Jieij  lorfllque  B 
«^ri^l^  ébifitordeoAeisx  jraQHies^§9l)es»C^ 
cloiÉiè  pa»e  qtt«  lea  icdéifièieiis  de  l'iaéqu^tioa 
<êÂ  »  d^rtït:  boM  dpî  rëquufioà,  qu'eUk6t.ilQ9it 
lttiagîiSrifcîré«^eÇiCTéduoliU«s*.r  ,i;i   /. 

-  -ïàè  ^^^^^-^ ^^V^V^^^  qjiattièofc 
degré;  les  deux  inéquations  en  «  et  eiPctl  dii| 
troisième  degré ,  oçt  le  même  rapport  entre 
elles  que  cesdéu3t-^,-*eSF.^âfffciens  de  la  pre- 
mière, plus  petits  que  les  valeurs  vraies,  sont 
contenus  dan^.réqùàtipq^ret  les.coefficiens  de 
la  deuxième  étant  t?op  grands,  sont  en-dehors 


d«î  tom^  ses  dateurs;  paf  èôtiséqtietit  là  bhaÂ- 
tîie  inférieure  du  èâbteà^i  qui  sf^ât'tiéht  *à 
l^ifiéquattou  en  n^st  une  branche  irrédÙetîWè*. 

Quattt  à  la  branéhe  rêÂrctibie,  oti  à  i^û  gué 
k  ^tîtêf  qudsi'Valétti^' Af,  était  là  jilus'rtlppftH- 
ehée  de  Àa  racine;  îl.eilie^de  même  ici,  et  ^dt 
li  naéme  ràÂson.  Ainsi  je  tie  ni'docii^erai<|ii|i 
4e  la  .première  racioè^  ou  pkrtol  delBidbux  Uf 
mHes  extrêmes  y  comsbe  j'-ai  fait  daiis  jpe>'fr«(î->i 
«ièméd^gre.  .     ,         [ 

£n  les  exprimant  en  foneltons  des  bMffittiéB» 
A'  B'Ci  4e$  deux  idéquétibos  du  d^ffté  àn£é* 
rieur,  j'aurai  » 

.87.  :r,(..^-^-v^i^^^^). 


^4' 

î^  ne  i^^rierii'eètté'fctttoUle  ett  taïfeurs 
des  coëfficiètis  de'  U  ^pbsée,  ^qtie  dam  le' 
deuxième  mode  d^ejjdiutioi^ ,  où  ies  expressions 

« 

sont  pkiS^fOTjples,  En  ,e:?priinan^  seutement  le 
premier  terme  A^  et  Ay,  eh  coêfficiens  de  la 
proposée,  f ai  >^ 

< 

CNi  ^rdit  y|€ie  l'eispiièfision  des  quasi-^vtileiirb 
eut  eoiÂposëe^  1%  de.  la^  partie  j^AtioilaaUc!  ^  ^  ; 


^44         y     •     T&AlTlg  ]$LlèM£MTAIRE 

et  on  peut  remarquer  que  pour  le  dçu^îème 
degré  la  partie  .r^^tionnelle  =  ^  A,  et  pour  le 
troisième  ;=:  j  A  ;  pour  le  degré  suivant  elle 
8era=:  Y  A,  et  ainsi  de  suite;  ii"".  d'un  premier 
radical  simple  *^}  5*.  d'pn  radical  composé 

K,  A'* — 3B',  que  j  'apy>elle  radical  double^  parce 
qu'il  contient  une  fonction'  du  radical  simple 
précédentv  et  que  j'exprime  généralement  par 
rp'  pour  la  branche  réductible,  et  Vf^  pour  ia 
branche  irréductible;  l\.  du  grand  radical,  qui 
est'Un  retdicàl  /rî/>i^^' parce*  qu'il  contient  une 
fonction  -du  radical  double  *^;  je  l'exprime 
généralement  par  vR!  et  ^^,,  etc.         Z''   ' 

De  sorte  que  la  petite  racine  est  contenue 
enlre  les  deux,  limites 


•  •  •  *  • 


;0n  peut  remarquer;  que;  Ja, limite  extrême 
4p  cas  irréductible^  q|ù  a:la  for^e     ;  ^,.., 


a  tous  ses  radicaux  précédés  du  signç  + ,  tandis 
que  la.  même  limite  àe  x^.i^  tous  ses  radicaux 
précédés  du  signe  — î  Si  ^toutes  les  racines 
étaient  positives:,  )le  coefficient;  A  serait  intrin- 
sèquement négatif:;  e^a  faiàaxit  ressoi^(  <»on: 
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signe ,  on  aurait  la  même  quasi-valeur  que 
pour  x{j  mais  elle  serait  positive. 

Ce  sont  les  différens  signes  dont  les  radi* 
eaux  sont  susceptibles,  qui  ont  déterminé  la 
ramification  d$$  racines,  telle  qu'on  la  voit 
sur  le  tableau. 

On. peut  exprimer  la  marche  des  opératiqns 
à  faire  par  le'  tableau  suivant,  qu'on  peut  con- 
sidérer comme  une  formule  successive. 

i(A-3V/?)..=s 


•  •  •  "^  A  "    A 


D 


C  ^ 


9 


oa 


-Ui*'-V^i»"-^. 


m 
ê 

Foui*  reunir  les  deux  limites  de  la  première 
racine ,  on  a  d'abord 

d'où  l'on  a  la  formule    .' 


> 


D 


189.     *,— 


II 


C— (fi— nv)w' 


Avani  de  discuter  ce  qpi  app^ir^^nt  aux 
racines  imagin^inç^i^ il  çôt4p<«pW'4iPppliquer 
cp$  formuiiBS  ^  def^  çi^empiUn  où  A0utfi9  le»,  ra- 
çinje^spal  iïp^gm^pçs;j^,B^e  borner  Ai  à  dont- 
WÇP.'^f  4^a3ir-yalel*^s  de»- d^ux  pçe«toèyfe$i  m-- 
cincs  en  ♦'. 

..,^    r(ii^r)(<rrfû).(;r4*fad(fl-+*3).*.U.Ù.-  1  .»r,«.|fiï>i6$«» 

(  a:*-t-8ar'-4-23a:'-4:28j:-f-i2  =  o. J  jt»-^  11.1,7646; 

'  ,«.  j'(^-*-3)  (*•+-*)  (^-^ii)  (*-*-6) 1  x.r-  II  3,1992, 

3mc  f  (^+i)(^-»-a)(jr-Mo)(jr-+-io). ......  j  ^jj:::])  o,9«i6. 

.^     \  jr*H-3a^'-f:349«/-f-i?gj9*-»7ioSo..,»  |  ;iç.--Jl5^24. 

^e  f  (.r ■+-!)' (:c+a)V^3)..^..^.. ;.:;...  i  *.-.  io,ç«ia. 

On  peut  reinarquer  daii^  ces  exemples,  Ijue, 
I**.  les  deux  quasi- valeurs  x^etx^  ne  suivent  pas 
tottjouçrlçs^^Uix  directions  opposées  <  et^, 
parce  qu'elles  nais^eol;  immédiatement  de  l'iné- 
quation 

x^  +  k'  X*  +  etc.<;b,        ' 

au  lieu  que,  dans  le  troisième  degré,  elles  nais- 
sent  immédiatement;' d  une  équation.  Ainsi, 
dans  ce  cas,  il  y  a  des  'qû'asS^Valéiirs  qui  sont 
en-deçà,  d'autres  au-delà  ;  mais  néanmoins  on 
voit  qu'elles  apppofil|eat,  toutes  de  la  valeur  de 
la  racine,  et  la  limite  de  x  estceUe  qp^s'ea 
écarte  iî)oïns  ;  on  voit  que  dans  le  quatrième 
exemple  la  deuxième  quasi- valeur  est  assez 
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éhignJée  de  8%  racine ,  mspa  elle  e3t  uë^aippip» 
distinct^  de  la  preipièi^,  qui  esl;  biev  plii6 
rapprochée. 

Malnt^ant  quand  il  y  a  des  raqiw3  imagi*- 
Q^ire^Ia  première  qwasi-vajeur,  qui  «  toujours 
la  forme  qui  lui  convient ,  doit  avoir  une 
expression  imaginaire,  quand  la  première  ra- 
cine Test.  Mais  pne  qiiasi-valeur  quelconque 
peut  avoir  une  expression  imaginaire,  ^  raison 
de  ses  troffi- Mtdîeaux  Vr,  V^et  V^R;  d'abord 
s'il  n'y  ^,  an%~  le  gran4  radical  Vr  ijui  soit 
imaginaire,  il  est  clair  qii'il  n'y  a  que  les  deux 
quasî-valeurs  de  la  branche  en  o',  (f^t^ez  ié 
^|))eau  (i35)),  qui  puis$^i\t  appartenir  à  la 
p;|[îrêLde  raçipes  imagios^ires  ,  parce  qw*il  n'y 
a  que  ces  deux-là  qui  aient  la  même  quantité 
re'ellé  ;  savoir  : 

En  deuxième  lieny^'^i  Vp'  est  irpginaire,  alors 
le  grand  radical  y*R'  est  un  radical  douîle  ima- 
ginaire ,  parce  qu'il  contient  une  fonction  de 


f  j  ou  plutôt  V — p'^  :  daùf  c^  cas^  il. faudra 
décomposer  vR! ,  comme  ci  -  dessus ,  par  la 

formule  ^T^V— T(i36),  on  (J:)tiendra  uk'*^ 
résultat  de  la  forme  Vm  dby  —  n.  Maintenant^ 
pour  foritier  la  paire  de  racinef  tteaginaireS' , 
il  famdra  freadrf  une  quasi -^  ^alettr  dîm^  Itii 


branèïiô  en  V,  dûTona  — *^',  ifetlîautro 
aans  la  branche  en-  W  où'  Fôn  a  +  V7  (  «85)* 
Si  *^'  par  sa  décomposition  a  le  coefficient 
de  sa  partie  imaginaire  négatif  ;  si  étté  donne 
—  V/  —  n ,  on  aura  pour  là  pairfe' d'imàgi- 
naîres, 


•  ■  • 


i'  . ' 


5  '  I  « 


:r, ~  f  11  1  (  A  —  l/m )  +  i (  V'-y -f  V^^) r 

*•■'•••  "'     ■        "         •    ,       .    : 

Si ,  au  contraire ,  le  coêfÊcient  dç  Vrr-n  ^st 
positif,  la  paire  d'imaginajres  ^era 


•  .  -    y  i     • 


c 


-  ••*  -         >»'  ...Il         I,  Il 

Ce  n'est  tjue  par  ce  moyen  qu'on  obtiémlra 
une  paiî«  de  îr»cÎBe5!doi»t:lû  parëe.ijéeU^j^era 
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égale  y  et  la  paniè  içiaginaire  ^ale  avec  ua 
signe  additioanel'6pposé(lëfii&  les  deux  pacÎDes* 
'  Dans  }e  premier  de  ce^  ûeux  casl^;  paire 
d'imaginaires  appartiendra  aux  deuxpremièrês 
racines  y  et  s'il  n'y  a- que  deux  racines  imagi- 
naires ,  les  deux  dernières  seront-réelles. 

Bans  le  deuxième  cas  lés  deux  racines 
moyennes  de  l'équation  seront  ihiagioaires^ 
et  les  deux  éxtr^nes  seront  réelles.^  ' 

Bnfin  y  si  le  radical  originel  est  imaginaire  f 
ou  si  Ton  ai'|/  •—  r ,  alons  il  faudra  que  l'une 
des  deux  imaginaires  appartienncàlàbranche 
réductible,  et  l'autre  à  la  branche  irréductible 
pour  que  toutes  les  quantités  iaiagiuaires  puis- 
sent avoir  dans  les  deux  racines  uh  signe  addi- 
tionnel contraire. 

Je  ne  m'étendrai  p^s.davantagé  ()an$.le  pre- 
mier mode  de  solution,  sur  ce  qui  jKonc^rne  les 
racines  imaginaires.  C^est  dans  lé  deuxième 
mode  de  solution  qu'on  apprendra  à  distin- 
guer les  cas ,  i"**  où  toutes  les  racines  sont 
réelles  ;  a%  où  11  y  en  a  deax  de  réelles  et 
deux  d'imaginaires;  3^.  où  toutes  les  quatre 
sont  imaginaires.~Ce  que  4'on  vient  de  dire 
sert  de  base  pour  apprendre  a  Taire  cette  dis- 
tinction, f     :  .  î 

Néanmoins  la  itiéthodé  de  concentration 
ftulfit  avec  ce  <pkùn  yiétkt  de  li^re  pcmt  réèou- 


a5o  T^^iTié  ii^p^EîfiPÀiaB 

dre  «Qtièrbpaeut  une  éq^a^ioo  du  quatrièipe 
àef^y  9t  reconnaître  h  nirtilve  dk9  $â$  i!aoine«. 
Si  la  petite  racin«  est  réelle  :  car  pn  p^ut^  par 
le  moyen  de  la  cooicenlratii^  ,  la  connaître 
jusqu'au  dieraier  terme  d'approximation  qu'on 
peut  lui  douner ,  puis  la  séparer  de  l'éqûat* 
tion ,  et.  résoudre  k  reste  par  la  méthode  du 
troisième  degré. 

190.  Il  s'agit  de  farireToir^  par  des  ezemplM, 
,qne  lorsqu'il  y  a  de&Taoiaes  imaginaires,  la 
première  quan^-yaleur  a  toujours  la  forme  qui 
lui 


l  jr*4*i9a:'-hia6a:»-i-334j:.3oo=oJx- — |]  3,53i. 

3me  f  (jp— i)(j:-f.i)(x'-f.xfr-f.5o).;=olx,-f.  ||  i,i3. 

•«••••••  'v^ir*— î4ar'-f.5iar»— i4àp-*-5oi  .=0)  x,— 1|  0,9^ 

••    •  lar^— 113,293. 

a:,—  (I  i,55a. 
(«*-4-i4x'-?».5i«'H^i4rH-5o..=olj:^     n    » -•- »     r 

Les  trois  premiers  exemples  de  cg;Jta)>lea|i 

ne  ^souffrent-  aucun^^  d^^^l\é^  ot^  ymp  que  les 

4^W:  fSm^ï^  Jf^MhT^^lkws^  «PO*  Çéett«fej 


/• 


^  poD^isiM;  y  aont  aiiiasi;  rédies» 

Le  quatrième  et  le  cinquième,  quineeoi»- 

;  tiennent  égalemiçnt^.que  dmix  racines  imagi- 
naires, ont  le  radical  V^  imaginaire ,  ce  ^ui 
rend  rfi^  un  radical  double  içaagi^aiirieî  aJora 
Tinequation  abaissée 


a  son  radical  originel  imaginaire  ;  iï  «e  résout 
parla  formule  ci-dessus  (^70).  On  a  pour  le 
premier  exemple , 

^•C' =  8,6354  =  >oi/ 

la  première  racinç  est  donc  la  réelle ,  et  les 
deux  autres  imaginaires;  ainsi,  dans  ce  cas,  la 
première  et  là  dernière  radine  de  la  proposée 
sent!  réelles,  et  les^deux  moyennes  imaginaires. 
'  Dans  l^e  cinquième  exenf^ple ,  on  a 

*yc'=:— 37,75  =  <o; 

U,  piçtite  racine  e^t  donc  4miigii»air9 1  et  par 
çQu^pe^t  h  pair^  4^  w^ïnm  iDaagioâîtos 
appartient  aux  d^iix  pr^tmière9  racineu  de 
^équ^tioQ,  Ainsi,  daM  ce  ci«^yi^^:ra^il»ple, 
les  deux  premières  quasi-valeurs  oot  (m<Hs)a^e 
1*  fofme  qui  leur  conyi^iM»  Qfi  voit  #»cQre, 
49ps  ce  dèfnier  e^mpl6,^  4|ue  le.raug  qiie 
{ief^Qei^t  k^  racÛQjçf  d'qi)^^  ^tialtiQu»,  o^t  dé- 


J&9  TRAaTÉ   jiLiMlSN'TAI&£'     *   * 

4ermiaé  pdv  leur  partie. réeilé ,  quand  elles^  sont 
imaginaires.  Ici  la  *  partie  réelle  des  deux  ra*- 
cines  du.  facteur         â      .  •  - 

eist  nulle,  voilà  pourquoi  elles  appartiennent 
aux  deux  premières  racines  de  l'ëiquatiori. 

Dans  le  sixième  exemple,  les  quatre  racines 
de  la  proposée  sont  in)fagihaires  l'ieà  deux  pre- 
jcnières  quasi-valeurs  ont  encore  la  fppaa.e  qui 
leur  convient.  Les  deux  autres  quasirvaleurs 
de  la  branche  réductible  ont  la  forme  réelle , 
parce  qu'elles  sont  les.  quasi-valeurs  irréduc- 
tibles proprés  à  Tinéquation  abaissée 

'   '  ■'■  '  x^  +  k'  x^  +  etc. 

On  voitide  cette  manière  qi^'en  décompo^ 
^ant  une  équation  d'un  degré  quelconque  en 
deux  autre^,  dont  Tuniç  (.0?,+  p)  est  simple,  et 
l'autre  a  un  degré  ^e  moins  que  la  proposée  ; 
cette  dernière,  par  sa  décomposition  succès- 
site ',> contient  une  àjuîte  de  valeurs  irréduc- 
tibles ^'.Ièi4ie  qu'ilrie  reste  qu^ la  première  rà- 
éine'quî  ait  une  quisi-val'eur  dont  on  doive 
rs'bpcuper,' et  que  j'appelle  quasi -pâleur 'de 

'   Lorsque  le  radicdl  'originel  de  Téquation  }/r 

est  iQis^inaire,  le  cas'  irréductible  n'a  plus  lieu  : 

-on  i'^  déjà  vu  danë  le  troisième  degré;  il  en 
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est  demènÈe  dans*  le  qaàtviéme,  'et>ahMi'dès 
autres.  £a  voici  U  i^ai^on ;:  Quand  tous  les  ra- 
dicaux sont  réels,  leurs  valeurs,  par  leà  ditté* 
rentes  opérations  du  calcul,  produisent  une 
convergence  y  ers  la  petite  racine  d'où  résulté 
une  divergence  vers  la^graiide.  Mais  quand  ils 
sont  imaginaires  leur  valeur  ne  se  mêle  pas 
avec  iek  quantités*  réelles  coinmé  dàiis  le  pre- 
iùfèT  ca^ ,  il  faut  une  opération  particulière 
pour  dégager  les  quantités  réelles  qui  sont  em- 
barrassées dans  les  t'adîcaux  iihagihài^reë.  CetU 
opération  «est  trop  compliquée  pour  le  pre- 
miér*W>de  de  soi  ut  ion  V  je  la  réserjre  poui'  le 
deuxième. 

Quoique  ce  cas  paraisse  exiger  plus  de  cal- 
cul ,  il?  est  réellëmerit  le  plus  simple  Til  suffit 
de  concentrer  immédiatement  la  qiiasi-v'aîeur^ 
4  =  ^ A;  Si  l'éiquaftron^ cott tient  deux' itocines 
réelles,  on  tombera  nécessaireikiedt «dans une» 
série  de  concentrations  qui  convergera  vers  la 
première  ou  la  troisiêiàe  racine  y  selon  que  les 
deux  imaginaires  ap|)af  treii^ônt  à  la  deuxième 
oaàlà'|>reniière  pkire  dtS  ractrfesdè'rèquatîon. 
Soit^ar  exempleFé^iiatibn  ^        '*"  "  i    ;  *     ' 

x^  +  3a?'  +  i2;r*  +  3ojc  +  ayo  ^  o, 

dont  les  facteurs  sont       ,,   ,,  ,  i.jw^-  t  ;    •      o'. 
(  *\+  JO  )  ùap-^  i  )  (.«  ut  p% . 


^54  V    tHAÎTÉ  il.«Sf£»TAIB£ 

0t  àtmi  le  4radieaL  .origisid  6st  .imaghmr» 

..   .?f  ^«^ySi  ...   . 

en  le  conoentrant ,  j'^i  .  . 

I     ,,  A'4r='o^Q56., 

Il  est  inutile  de  prolon£[er  la  série  ,  on  voit 
que  ces  termes  sont  conyergeus,  parce  que  JLe 
deuxième  pas  de  concentration  est  plus  petit 
que  le  premier  :  dans  ce  cas- ci  la  convergence 
est  vers  la  troisième  racine  x  ;= —  i ,  car  les 
deux  premières  ràciâes  sont  ^  =  o  pour  la 
partie  réelle. 

Soit  cet  ^utre  exemple 

dont  les  facteurs  sont  .  , 

eii  oQocentraat  4  9  j'ai^  V  i     '      1. 

Ob  voit  ^que  d^ns  çe-caf  la  sérip  çoiivergj9 
vers  la  première  rac|n^.qui^ifs|;  réel^^e  =p  i. 
Soit  encore  l'équation 

x^  +  Îjk*^  +  5x*  +  5x  -H  â  =  o  , 
dont  les  facteurs  sont         -^-?    =  ^     • 

(«3t'+  a?  4-  4  )  (3if  4- 1  )*^=a  o  ) 


et  qi|f  i;onJtieat  paf*  copséquentdau:)^  racines 

je  i)QA<>eujt9e  lu  qxtasir valeur  4^»i^y^i'ill: 

4^tb0575^ 

tiatw  ce  c^S  là  JiWùiière  diBà  dcûr  f  acined  ' 
cgâlêô  e^t  là  troisième  de  T^quâtion ,  et  comt&e 
là  ^ï^à^l-valeur  4  ^st  plus  petite ,  là  tottùrti-" 
ti'âtiôii  mène  à  sa  valeur  ;  aitisi  on  fëncbntrt 
edicote  dan.^  ce  ca$  une  tétït  de  tiôndétittatûihs  ' 
conVét^etité.   '  ^' 

ISfaîs  soit  maittteliatit  tfét  auterd  étéi«|ile  î 

dont  les  facteurs  sont  '-  i  :]• 

et  crai  contient,  comme  dans  le  premiet  cas , 
deux  racines  réelles  et  deu:)t  imaginaires  ;  en  ' 
concentrant  4  »  J  211  ' 

*  4  .....  ï^      *»7778. 

*"'4  .....='•     ^,44^;  Cl  u;:.:.:!.. 

A»  4  ...,«,««=10^85. 


I  ■    '" 


9 


"paris  cette  suite  de  téfuies^  on*  voit  â'aBctd  ' 
qœ-le^  ttois  premiers  foririént  une  série  régu-* 
Iièn#'dé'ooiicent^ation-,  mais  qui  èèt>  diver- 
gente ;  cela  vient  de  ee  que  la  quasi-valeur  4 
étant  plus  grande4, que  chaeuiie  des  deux  ra 
cines  égales,  a  dépa^Aé  leur  valeur  et  converge 
yer^  1^^  trq^ièmerad^ei  cpii|i^f  9n  J'ja  (déjà  yp. 
Lf  ^sérifii  dp.  copceqtrwttpn  ,  dans  i le  teripe 
,  suiyaat  A:H  »  fait  en  quelque  sorte, un  .ç^ut, 
Ojcçasipnaé  par  U^renqôntr/s.de^  deux  racines 
i^fPS^ajfps,,  qpi  l^.f^t  ^^^ëfv  efl  re^i:pgr?T 
dant  au-delà  de  toutes  les  valeurs  (^çtj'çqjis^- 
tion..;i^\lç,r^i{iei;itjen^|t^,.d^^s^  ^ui- 

vans  ,  former  une  série  régulière  et  conver- 
gente dè^c'ôncéntratibn've^s&^  petite' Vâfeiire;  de 
sorte  que  Ton  a  Ji.tv.      :;  ;  ?;;  r  \ 


».  «   > 


(;>o,83.  , 

Pour  faire  converger  ^a  concentration  de  là  li- 
mite  1,5  ,  je"  m  y  prends  de  cet.te  manière  : 
Le  terme  suivant  étant  * 

je  le  fais  d'£j|9rcl=^  i,8,^puis  j'c4;>serve  que  le 
pas  de  concent^s(ti^QLeDb:diyergeai)it^o,3,  jele 
rends  convergeât  ep  retranchant  çe^ombre  de 
la  limite  I9Ô  ;  j  ;^  .4onc  -  -. 
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d  OÙ  j'dbtiens ,  en  concentrant  à  i'ordinaive , 

*'4==  1,234; 

je  n'ai  donc  pas  franchi  la  valeur  (niisque  je 
m'éloigne  ;  je  retranche  de  1,9  le  pas  de  oQOr;-; 
centratipn  qui  est  o,o34.>  et  j'ai 

je  concentre  encore,  j'ai 

r  4=  1,187:; 

en  rétrogradant 

le  pas  de  concentration  étant  0,0a i.  Je  con- 
centre à  présent  l'autre  limite  o,83 ,  et  j'ob- 
tiens 

p.  >  0,845,    '      ;    '-"'  • 

I     le  pas  convergent  /        ''•^*' 

■  •  a,  t  ■•■.■•I 

=  o,oi5; 
je  joins  ces  deux  limites  opposées 


')f^t^     '} 


r>  0,845, 

'{;<  1,145  i 


f  .  » 


et  j'en  prends  lâ  tnditié  qui  me  donne' 

Pi  II  0.99» 
en  concentrant  de  nouveau ,  je  verrai  sî  je  siiîs 
en^^deçà  ou  au-delà  de  la  racine.  Par  ce  moyeii 
on  peut  concentrer  les  racines  égales  èh  nom7 
hre  pair  eomme  les  autres.  ^ 

17 
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Soit  enfin  Téquation  qui  ne  contient  que 
des  racines  imaginaires  ^ 

.  «3F*  +  3ir'  +  91c*  +  gs+  10  =0, 
dont  les  facteurs  sont 

(a?*  +  ar  4- a  )  (*' +  a  :i;  +  5)  ; 
en  concentrant  4-9  f  ^i 

4  =  0,75. 

A:    4  s  3*84. 
it'  4=  i,3i. 

*'  4  =  10,9, 

r^  4  =  0,06. 

;    r'4=  1,25. 

A^4  =  7,3. 

On  voit  que  cette  série  de  concentration  est 
alternative  et  divergente  :  on  ne  rencontre 
aucune  trace  de  série  régulière;  d'où  il  faut 
conclure  que  les  quatre  racines  de  Téquation 
sont  imaginaires.  Sa  propriété  d'être  alterna- 
tive me  fait  conclure  que  la  partie  réelle  d'une 
des  racines  est  entre  4  et  £  4  ;  je  les  concentre 
par  compensation;  j ai  d'abord  pour  la  (^asi- 
valeur  moyenne 


DU   CALCUL   ftK»lNi<iVATtOWS.        ^^ 

par  ce  moyep  j'obtiens  une  jSérie  d^  concen- 
tration convergente  jusqu^à  yi'^  =.  o,585,  parce 

que/*"^5;t:i,8()5urpaa^e,'UpçF?RMer  t^«if  .^^ 
c'est  donc  à  /**"  que  ^^  ^^(^^^e  concentration 
finit  sa  convergence.  Je  ne  puis  donc  avoir 
pcmr  la  partie  ratioon^IU  da>cétCé  racin^i  ique 
la  quaM^valeur  x  £bt  •«*«.  o^SAS  y  l*A(lië  ^tiè'  la 
vtâie  valeur  est  x  *^  ^  o;^.  Atnm  è«  mo^e  ^ 
concentration  ne  pe«it  ;pa9  Conduire  ^vtx  vtiH 
leurs  exactes  de  la  partît  té^\t  des^  i^ââitieft 
imaginaires^  .  :  *  -    i 

Au  t«$te4  les  rscines  ittiagkiffires  ^ui  S6  troii' 
vent  dans  une  équation ,  f<>rmânt  toujotirs  d^ 
facteut^  dc«ibles  dont  lou^  les  léttt^^eA  sOm 
réels,  on  voit  que  pour  lés  rës6i*dtt*  il  fatft 
décomposer  rëqustiofi  ^tl  facteurs  jd<i  étu-- 
^xièni0 degré.  C'est  à  quoi  Ton  parvient  em«ot^ 
par  le  calcul  des  iuéqtiatiôDS ,  coittit^  'èwle 
verra  ci-aprés.*  AuparavanJ:^  if  esih  iféijeésAii^e 
de  continuer  le  développement  deaP  méthodes 
qui  appartiennent^  b  ^çcQ^|>ositiûJQ  de;$  équa- 
tions en  facteurs  simples. 


•*      % 
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DEUXIÈME  SECTION. 

••....;■. 

I 

Deuxième  modë'ldë  solution ,  ou  mode  de  so- 

lùiiàn  double. 


1    ' 


I  ' 


l^>.é  Dans  le  .mode 'précédent  j'ai  considéré 
.toutes  les  racines  du  même  signe,  et  je  les  ai 
«supposées  toutes  négatives  :  dans  ce  mode-ci  les 
racines,  de  1  équation  peuvent  avoir  ées  signes 
différens  y  les  unes  positifs  y  et  les  autres  néga- 
tifs ;  car  le  principe  de  ce  mode  est  de  trans- 
former la  proposée  en  deux  autres  équations, 
dpnt  Jles  racines  sont  toutes  positives ,  comme 
;Çli  Ta  déjà  vu  dans  la  résolution  des  équations 
.du  troisième,  degré. 
.  Je  ireprends  donc  les  deux  quasi  -  valeurs 
originelles />>^  etp<^^  y  qui  conviennent  à 
foute  espèce  d'équation  du  quatrième  degré, 
quel  que  soit  le  ^igne  de  leur  racine ,  et  je  fais 
.comme  cirdessus  ; 

X±:^^(^  +  z)etXr=i  —  (p  —  jç'); 

* 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée, 

j 


•7      • 

ai 


—  A  J     —SA*  i    — 3A«r»  (   — A»s  1 

+  B    j     +aB»    I   +Bfr«  J>  =  o, 
-  C      j  -C^  i 


Cw 
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+  B   J     — 3B^  I    4-B^»)  =  o. 
+  C     j    ^C# 

Comme  ces  deux  éqiiationB  doiretit  'avoir 
toutes  learo  racines  positives ,  je  fais  immédia*' 
tement  la  premiètre  p0or  «* , 

;»♦— raz'  +  bz*^ — CJX  +  d  =  o;      .      .. 

la  deuxiètne  pour  p  j   '  ' 

z'4_  siz'^  +  hz^  —  yz'  +  l^o. 

J'exprime  les  ^eux  premiers  coéffîciens  par  les 
deux  mêmes  lettres ,  parce  qu'ils  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  équations ,  comme  on  Ta  déjà 
vu  et  comme  on  va  le  voir  ;  car  en  substituant 
les  valeurs  des  coefficiens  en  valeurs  de  ooeffi- 
ciens  de  la  préposée ,  j'ai 

^9«-fa=3  /A*— |B. ....=3/>)  pour» 

'""•(brizSCA»— fB) ::....  =3r     J  ct^. 

^  (c3c^[a^V^(-aA'*^.8AB-t6C)]^/ï(û.ô/»^ 

3'appelle  S  fi  la  relation  rationnelle  dés 'trois 
premiers  coëlficiens  jusqu'à  C-r-savoir  :-      '  * 

•^aA^  +  ft^B — i6,Ç, 
etjie.mesersdi^  la  notation  S  fi  pour  exprimer 
que  c'est  1^  rislatîon  des  trois,  premiers  qui 
appartiennent  au  quatrième  degré. 


En  dëcompM^nt  e|»^«T|;Iâtîbh  V^ti  s 

or  A^ —  iÇClestf  la' relation  de  A  à  G  qui  est 
telle  que  cette  expression  est  =  o  ,  quand 
tpule^  \f»,  rA0în»^  ^ùnh  ;égatefr  4  ce^rame :  Tau tre 
T«Ulion  A'^^f  R.  Aiôai'Mfî^G  «xprinie*)d  diffé- 
rence des  deux  relations  de. A  à  B  et  de*A  à'C. 

50  ,_^f— 3Ai*+4'A-B-.4^AC.f4^D  +  3V, 
je  Texprime  ftiàsi -:    -      ^'    -^    ^' •         ■- 

puis  ' 


J'appelle  ^D  la  .rtl^tiôn  rdtioBfiieHe<  de  txmi 
les  coëfficiens  de  la  pîKippsét.:  eUeesl  Féxpres^ 
sion  du  dernier  terme  -rr 


'î^î' —  A  i».V,  eJtc.  et  ^* -w  A#%  èâc/ > 

lors^^'on  fait  Kr=5io>  U  fta  ^t  de(>]n|^ine  de 
.    *Î4C  pO|ir  le  t^r*e  ptéëéd^nt.      >*    .«- 

Ep ,  d<^çorçp^9s^t  «yfl  en  s^  çlçmcps,  on  a 

c'est-à-dire  qu^VSD  èk(>^me  Ife^t^tations  de  A 
à  B,  de  A  à  C,  de  A  à'D^iqutis^ni^eitioôre  telles 
que  tmtes  ftont'sr  o  f  qna^  ^outeé^^eft  IraoiMS 
sont  égales.  G«[tt^  Iw^l^tgavquàbk'; 
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En  réunissant  les  différentes  expressions  des 
coefficiens  ^  on  a  i  équation  générale  de  com- 
plément. 


193. 


z 


4 


—  z'x3K7. 

+  z*  X  3  r. 

—  z  xiri^.gryTrzpS^C). 

+  I  X  7î(4yD  +  3v=F3.4*y4c»^). 

On  peut  exprimer  généralement  cette  équa- 
tion par  celle-ci  toute  seule  : 

«*  —  a»^  +  h^'-^cx  -{-  d  =  o. 

Toutes  les  fois  que  je  la  considérerai  ainsi  gé- 
néralement ,  les  lettres  c  et  d  auront  une  valeur 
double. 

Je  résous  cette  équation  indépendamment 
des  signe  négatifs  ,  comme  j'ai  fait  pour  le 
troisième  degré  (i94)  >  j'aurai  par  conséquent 
les  mêmes  formules ,  et  le  même  ordre  de  ra- 
cines que  pour  la  résolution  des  équations  aux 
racines  négatives  ;  j'ai  donc  d*abord 

194.  v/^a*  — |b. . .  r=  ^A*— fB  =  1/7. 

AP<l(a  +  *^). . . .  ==  <3V7. .  • .  =  <  A  n. 
A;9,>^(a— 3*^).. .  =  >o =>A^' 

iip4<i(a  +  3V<r)..  =<|»^..*..  2:5P<A<pr. 


1 
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'  Pour  compléter  la  première  qua^i- valeur 
originelle  A^ir,  qui  est  toujours  la  plus  petite 
en  nombre,  puisqu'elle  est  ==0  ,  on  a  la  for- 
mule 

d 

^ '*'       c— (b — AnA<«r)A«)  • 

qui  se  réduit  à 

d    -f 
•      —  et  T  , 
•  c      j. 

on  a  donc  ,  pour  quasi-valeiir  complète  des 
deux  complémens  de  •»  et  de  ^  , 

et  pour  concentrer  cette  double  .qu<|si-Taleur  ^ 
on  a  la  formule 

a  d 

Pour  résoudre  les  valeurs  de  i?,  j^  ramifie 
Téquation  comme  di-dessus  .(186) ,  et  je  ne 
prends  que  la  bi'anche  réductible ,  j'ai  d'abord 
pour  résoudre  l'équation  indéterminée , 

z'  — aPjj*  +  aQz  — aR  ==~o. 
AP>A^ . . .  .=>iK^ =>'. 
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Et  pquT  résoudre  maintenant  la  double  iné- 
quation 

z'— aV.+  b.'Â— c'<o., 

on  a  d'abord 


3.4r 

Ap.>A«r'. .  .==;>i(a'-~aV7).  .=>iV'^f  V7. 
A  P>A  *' . . .  ==  >i(a'— V7) . . .  =>  V^— f  v7. 

£t  par  conséqueilt  oii  a  pour  lapremière  quasi* 
valeur  de  z^  comme  dans  la  résolution  du  troi- 
sième âegrë, 

^.<rA*'-.^|/'A»'--^'; 

et  en  inettant  les  valeurs  ^ 


Je  sépare  maintenant  les  deux  complémens  de 
V  et  de  ip  9  et  je  réunis  à  ces  quasi-yalpi^rsççUes 
de  i.Air ,  en  appelant  /  ,  le  radical     '.    ,.^ 

'       •      .  ■  '  .  • 

et  ff  Tautre  radical 


« 
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iq7.f>51:!±51r±£4£!/î =>«a». 

I     [     iV^r.... 


<]  Lp/iiit^z^ifac^^-iv^.! 


m 
I        , 

Cette  double  formule  présente  la  marche 
des  opérations  à  faire  pour  parvenir  à  la  for^ 
mule  simple  »;  ^ 


z< 


<"'-^'^ 


On  voit  que  pour  obtenir  les  quasi  -  valêiifs 
de  z,  et  de  z, ,  il  n'est 'pas  nécessaire  de  for- 
mer la  dou)>l^  équation  eu  z ,  il  suffit  de  con- 
naître  les  valeurs  de  r  ou  *y^B ,  de  Sfi  et  de 
SU  y  qui  expriment  les  relations  des  coëffi- 
oiens  de  la  pnposëe.  La  formule  ne  renferme 


• 


I 
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|ue  ces  trois  expressions  diversement  coin* 

Ce  n'est  que  poui*.  la  conceptratioH  qu'il  est 
aécessâiré  de  former  Tëquaiion  en  z ,  parce 
que  c'est  avee les coëfficiens  a,  b,  c^  d ,  qu'on 
effectue  les  différèns,  degre's  de  conéenlration. 

Ces  deux  limites  étant  chacune  la  petite 
quftsi-'Taleur  d'une  ë^tiation  du  quatrième  de- 
gré, ont'fidujôtirs  la  forme  qui' ledr  convient, 
si  elles  >  sont  toutes  deux  réelles' ,  6u'  si  une 
seule  est  réelle ,  on  la  concentre  et  on  abaisse 
la  proposée  au  troisième  degré,  et'quaiid  cei 
limites  àont  imaginaires,  on  parvient^ par  ces 
formules  à  distinguer  et  à  séparer  les  racines 
rétîUes  lorsqu'il  s^en  trouve  dans  Té^uation , 
comme  on  le  vetra.  »  • 

198.  Eu  substituant  ces  deùt  limités  dans 
l^s  équations  ^ 

•  ••  ^^^'LL^i'^zr;  ••■■■■■]  ■■' 

;  .         r  •  'et,' 

on  a  la  formule 

•     .    .  4  k  <  ' 


»v     ,^        '  •  :     ■    •:    •  iMj   ^^ 


t   '  t  >     '      >    *  I 
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N 


iVr. =-il/5 

L I  ;>^^'  '^  -«-  -yp  -  ^-  **;c  K  ^'   =+f|/« 

3» ^   I*  *   * 


•  « 


I 


Cette  iorinule  «enrifa.poar.la  résolution  des 
équations  à  ploMeurs  variables..  On  voit  qu'elle 
est  foi:inféf  fl^^tie  manière  analogue  aux  for- 
mule^ dç^.4^rés  préçede|i3>  Sa  partie  ration- 
nelle est  ^JÂ»  Dans  le  troisième  degré  elle, 
est  =;jA|y,et,dans  le  4çwxièûie  elle  est  =7!. 
Elle  reqfçrnie  ensuite  trois  différens  radicaux, 
dont- ,1e  deuijiçme  esÇ  une  fonction  du  pre* 
mier,  et  le  troisième  une  fonction  des. deux 
pren^ieirf*  Ç^  ^ontles  ^valeuf/Si4e  ces  radicaux 
qui  déterminent  l'inégalité  des  racines ,  et  leur! 
valeur  est  telle  Q.m  non- seulement  ils  sont 
=  Oy  quand  toutes^ les  racine^  sont  égales, 
mais  ils  sont  composés  d'élén;iens  qui  sq^t 
tous  séparément  égaux  à  zéro. 
^  Avant  de  développer  ce  qui  coûcetne  lès 
racines  itâaginâirés ,  il  est  nécessaire  d'appli- 
quer ce  qu'on  vient  dé  dire  'à  des^  exçrtplès , 
et  je  me  bornerai  à  la  i^é^ôlution  de  Téqua^ 

tion    /,   ,  :;.  r 

''«  .  -  .  '      '  >  •     . 
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dont  les  racines  de  différens  signes  sont: 

(or— 2)(ar— i)(x  +  a)(jc+ 3); 
j'ai  d'abord 

•"^r .  .  •  . . .  =  4>76o95. 

Jl  ^^  n.  •  •  •  =  <^      OjO^oyi.  .... 

P*>  *»■. •  •  •  =  >  --^  3,07071  =— <;;  3,07071. 
P>  *. . . .  =  >  — :a,0707i  «^r— <a,0707i. 

Puis  j'ai 

«SÇ  =  o, 

*SD=:36oo. 
La  valeur  de  Sfi  étant  =  o ,  fait  que 

c  =  >  ,  d  =  J^, 
et  les  deux  valeurs  de  î/7'  et  |/^,  sont  les 
mêmes  y  el  par  la  même  raison  zr=zz\.  Ainsi 
relation  en  z  est  simple ,  on  a 

c=  lai, 404^3, 
d  =  68,a5. 

On  a  ensuite  pour  les  ^déux  limites  opposées 
de  z,  •' 

>  *  A» =>o,56a3.    (197) 

Pour  concentrer  la  limite  supérieure , 

jefais /:  A^  =  o,6       1   „.^^  ^ 

•).       -,  ^     ^  f  différerice  o,ao^o• 
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Pour  oonoentrer  la  quasi-valeur  de  r,  =^  | , 

.,  .      ,  ^  ~    '         o  1  différence  0,00897  ; 
j  ai..  a:|=  1,091033  ^' 

je  fais  ensuite  f=i  1  j.rr.  o  o 

•,  .  -^  ^  .J différence 0,02328. 

j  ai Af=t)0a3ioJ 

Dan$  ce  dçnrier  cas  j'ai  pris  une  valeur  tîVjp 
petite  puisque  la  concentration  augmente  la 
valeur  i ,  supposée  à  Ç,  j'ai  donc 

i>i  ; 

mais  on  voit  par  les  deux  aifïerences  que  la 
vraie  valeur  est  plus  près  de  i,t  que  de  i  de 
l'autre  côté. 

•f .  ^    Ji~  fsn\  différence  0,000288. 

J  ai- .  .*!=  1,070288} 

La  différence  étant  très-petite ,  je  m*arrêtelà, 

et  comme  la  concentration  va  en  croissant ,  je 

dois  faire 

z,  ±=1,0703; 

en  appliquant  cette  valeur  aux  deux  équatio05 

« 

«  =  —  (•»  +  x), 

*  =  —  (?—«), 

*,  =  — 2,00001 , 

On  voit  comment,  par  ce  second  vaoà.^  de 
solution ,  on  parvient  à  concentrer  les  deux 
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;  quasi  •  valeurs  extrêmes  d'une  équation  qui 
n'est  pars  susceptible  de  concentration  par  le 
premier  mode  de  solution. 

I  Qg.  Lorsque  Tëquation  contient  des  racines  Dei  r«. 
imaginaires ,  il  faut  distinguer  d'abord  deux^n**,î,7** 
cas,    1^.  lorsqu'il  y  a  deux  racines  réelles; 

1^.  lorsque  toutes  les  racines  sont  iuiagiuiaires , 
je  considère  d'abord  le  premier  cas. 

II  faut  remarquer  que  quand  les  racines  sont 
toutes  réelles,  tous  les  radicaux  qui  entrent 
dans  les  formules  qu'on  vient  d'exposer  doivent 
être  réels,  car  elles  n'expriment  que  les  quasi- 
valeurs  réductibles  de  z  et  de  z'.  Mais  lorsqu'il 
y  a  deux  racines  imaginaires,  alors  il  faut  que 
quelques-uns  de  ces  radicaux  soient  imagi- 
naires; ils  peuvent  l'être  tous  les  trois.  Pour  dé- 
velopper ces  différens  cas ,  je  forme  le  tableau 
suivant  de  la  ramification  des  quasi- valeurs  de 
zetz': 
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•  r.'— vl       Uii(}v/r-ii/f'+n/r^......à...-^ 

,._^f«.ii(Vr+fv/?-;v/ff")..3...A...v 
l'5 ii( ; \/r+iy^7+{\/fr).  4..;».. .«, 


.  Branche  irrédactible. 
Branche  irréductible. 

Ce  tableau  présente  la  manière  dont  les 
quasi- valeurs  rëductible3  de  z  et  z'  s^appliquent 
aux  valeurs  de  x  :  en  partant  des  deux  extré-^ 
mites  âe  l'équation,  elles  prennent  leur  accrois- 
serhept  en  sens  contraire',  et  vont  s'appliquer, 
celles  de  z  ,  sur  les  trois  premières  racines ,  et 

■ 

celles  de  z'  sur  les  trois  dernières  ;  de  sorte 
qu'elles  sont  superposées  dans  les  racines  inter-» 
médiaires.  Il  n'y  a  dans  les  équations ,  dont  les 
racines  sont  toutes  réelles,  que  les  deux  quasi- 
valeurs  extrêmes  et  non  superposées ,  dont  on 
fait  usage. 

Supposons  maintenant  que  yK  seul  soit  ima- 
ginaire ,  alors  la  paire  de  racines  imaginaires 
ne  peut  appartenir  qu'aux  deux  premières 
branches  de  z,  savoir  :  kz^  et  z^.  Ces  deux  quasi- 
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valeurs  ont  leur  partie  réelle  égale ,  ainsi  que 
la  partie  imaginaire ,  mais  avec  un  signe  con** 
traire.  De  sorte  que  les  deux  petites  racines  de 
Féquation  sont  imaginaires,  et  les  deux  autres 
réelles. 

Si  c'était  VRf  qui  fût  imaginaire ,  la  paire 
de  racines  imaginaires  appartiendrait  aux 
deux  quasi -valeurs  de  z/  et  z\  par  la  même 
raison ,  alors  les  deux  petites  racines  de  l'équa- 
tion seraient  réelles ,  et  les  deux  grandes  ima- 
ginaires. 

Enfin  si  les  deux  grands  radicaux  étaient 
imaginaires ,  les  quatre  racines  de  l'équation 
seraient  imaginaires* 

Maintenant  supposons  V7'  imaginaire  ,  le 
dernier  radical  V^,  qui  est  une  fonction  de 
ce  radical ,  serait  un  radical  imaginaire  com- 
posé. Il  faudrait  le  décomposer  par  la  formule 

dans  laquelle  le  premier  radical  est  nécessaire- 
ment réel,  et  le  second  un  radical  imaginaire 
simple.  Alors  si  ce  radical  est  du  même  signe 
que  |/7%  ce  qui  a  lieu  quand  racine  Vli  est  de  , 
la  forme 

la  première  branche  appartient  à  une  des  deux 
racines  imaginaires  y  et  la  deuxième  racine 

j8 
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imaginaire  appartient  à  la  trôiâième  branche , 
parce  que ,  dans  cette  branche ,  vB!  ne  diffère 
de  V^  que  parce  qu'il  contient  le  radical  ^f' 
avec  un  signe  contraire  à  celui  qu'il  a  dans 
VIr  ;  il  suit  de  là  que  j/R'  est  de  la  forme 

et  par  conséquent  sa  partie  réelle  est  négative  j> 
et  sa  partie  imaginaire  positive  ;  il  en  résulte 
une  deuxième  quasi  -  valeur  qui  a  sa  partie 
réelle  égale  à  celle  de  la  première  branche  , 
et  tous  sts  radicaux  imaginaires  positifs ,  tan- 
dis que  ceux  de  la  première  branche  sont  tous 
négatifs.  Ces  deux  branches  formant  donc  la 
branche  de  racines  imaginaires  ;  c'est-à-dire 
que  l'équation  a  ses  deux  premières  racines 
imaginaires. 
Si  le  radical  |/B.  était  de  la  forme 

lé^  radical  imaginaire  simple,  qui  en  ressor- 
tirait par  sa  décomposition ,  se  trouverait  po- 
sitif dans  la  première  branche ,  et  par  consé- 
quent d'un  signe  contraire  à  VJ'.  Ce  n'est  que 
dans  la  deuxième  branche  que  les  deux  radi- 
caux imaginaires  sont  négatifs ,  elle  appar- 
tient donc  à  l'une  des  deux  racines  imagi-  i 
naires  ^  et  c'est  la  quatrième  branche  qui  forint 


J 
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la  deuxième ,  parce  que  ^R.^  étant  alors  de  la 
forme 

le  radical  imaginaire  simple  que  sa  décompo- 
sition foufrnit  est  positif  comme  ^V  >  et  cette 
branche  a  tout  ce  qui  convient  pour  faire  une 
paire  d'imaginaires  avec  la  deuxième*  Dans  ce 
cas  la  première  et  la  dernière  racine  de  Téqua- 
tion  sont  réelles ,  et  les  deux  intermédiaires 
sont  imaginaires.  Je  suppose  ici  que  les  radi- 
caux de  la  branche  z'  sont  réels.  Si  le  dernier 
radical  V^,  était  imaginaire ,  alors  toutes  les 
racines  de  Téquation  seraient  imaginaires. 

Ce  que  je  viens  de  dire ,  relativement  à  la 
branche  des  quasi -valeurs  de  z^  s'applique 
également  à  la  branche  des  quasi-valeurs  de  z\ 

On  peut  remarquer  ici  que  quand  le  radical 
ï/7'  et  même  les  deux  radicaux  Vf'  et  V^^ 
sont  imaginaires  ,  il  suit  de  là  que  l'équation 
proposée  a  deux  racines  réelles  et  deux  ima- 
ginaires. La  double  expression  de  ces  deux 
radicaux 


IX  3V+JDdb3.4^^C  y  r 
-  ^     3:4V ' 

contenue  dans  le  radical ,  est  la  même  que 
celle  de  d  et  / ,  à  l'exception  que  le  double 
signe  qp  est  pris  dans  un  sens  contraire^  si 


i1 


2276  TRAITÉ   iLÉMENTAIRBÎ 

ce  radical  est  imaginaire  pour  la  première  âe 
ces  deux  valeurs ,  il  s'ensuit  que  ^,  qui  est  le 
dernier  de  l'équation  en  z' ,  est  négatif  ;  or 
toute  équation  du  quatrième  degré ,  dont  le 
dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  ra- 
cines réelles,  par  conséquent  la  proposée  a 
deux  racines  réelles  (  on  suppose  ^r  réelle  ). 
Si  les  deux  radicaux  V^'  et  V^  étaient  négatifs, 
d  et  <r  le  seraient  aussi ,  et  par  conséquent , 
dans  ce  cas ,  la  proposée  aurait  encore  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires  ;  mais  dans 
ce  cas  ce  serait  nécessairement  les  deux  racines 
intermédiaires  qui  seraient  imaginaires. 

201.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  V^  est 
imaginaire ,  alors  toutes  les  quasi-valeurs  de 
l'équation  sont  affectées  de  quantités  imagi-  jj 
naires.  v/  et  V7f  wnt  des  radicaux  imaginaires 
composés  doubles  ,  et  les  grands  radicaux 
r  B. ,  K  R' ,  etc.  sont  des  radicaux  imaginaires 
triples.  Avec  tout  cela  la  proposée  peut  n'avoir 
que  deux  racines  imaginaires.  Pour  débrouil- 
ler ce  chaos ,  je  commence  par  décomposer 
d'abord  ^f'  par  la  formule  ci-dessus  de 

V  «=±=  \/^^b  = ,  etc.  (i56)  ; 

en  substituant  leurs  valeurs  dans  les  grands 
radicaux  de  la  ramification  de  z ,  ils  ne  sont 
plus  q^e  des  radicaux  imaginaires  doubles: 
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je  les  décompose  ensuite  de  la.injêiïie  manière 
pour  en  faire  des  radicaux  imaginaires  simples  ; 
cela  pose  je  suppose  que  ^ t' tet  V^R  de  la  pre- 
mière branche  soient  tous  deux  de  la  forme 


cette  branche  appartiendra  à  une  racine  ima-? 
ginaire  ;  car  on  aura  d'abord  uqe  quasi-valeur 
de  ia  forme 

■ 

qui  étant  appliquée  kx  donne      - 

Je  puis  cphclure  de  là  immédiatement  qu'il  y 
a  une  autre  racine  de  la  fornie 

mais  il  est  ^isé  de  la  trouver  :  elle  n^  peut  sa 
trouver  que  .dans  la  ramification  de  ;&',. parce 
que  les  quasi-valeur$  originelles/^^et^^  appar-? 
tiennent^  à  la  paire  de  racit^s,  imaginaires  j  or 
elles  se  trou veiit  précisément  dans  la  première 
branche  iie  z* ,  car  ^  f^  ne  diffère  de  ^f  qije 
parce  qu'il  contient  le  radical  V^  -^  r  avec  un 
signe  contraire ,  il  est  donc  de  la  forme  .    , 

Al  '  "     ■  ' 


par  la  mémt^  tiai^pa  *^f!  oc  difïère  de  yK  que 
parce  qu'il  contient  1^  radical  Yti  avec  un  signe 
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contraire ,  il  est  donc  aussi  de  la  formé 

on  aura  donc  z/  de  la  forme 

^.  Il  ï  y/'r^m^  y/'Zrn—m' -¥  »/—»', 
et  par  conséquent  on  aura  pour  jcladeuxième  ra- 
cine imaginaire  telle  qu'onTientde  l'exprimer. 
'    II  faut  remarquer  qu*âuctiûe  des  autres  bran- 
ches ne  pourrait  y  satisfaire.    Si  Vf  et  ^^d. 

étaient  de  la  forme  \/ à — V^hl  la  première 
racine  imaginaire  ne  pourrait  appartenir  qu'à 
1^  quatrième  Iwanche  de  z,  pour  avoir  une 
expression  de  la  niême  forme  que  la  précé- 
deilte;  et  celle  qui  lui  correspond  danô  la 
branche  de  z  est  aussi  la  quatrième. 

Si  V7  était  de  la  forme  V a^-  »/^,et  V^ 

dé  là  foritie  y  a^—V — b ,  ce  serait  la  deuxième 
branche  de  ;e;  et  de  z' qui  formerait  la  paire  déra- 
cinée imaginaires.  Enfin,  éï  V^' était  de  la  forme 

V'^lT^/ëtv/Rdelaforiije  y^à+l/^» 
ce  serait  la  troisième  branche  cie  z  et  de  z'  qui 
la  fortnefait:      '       ' 

'Quâtid  on  a 'obtenu  la  paire  de  quasi-valeurs 
imaginaires ,  on  en  forme  une  inéquation  du 
deuxième  degr^y  qui  à  la-  foritfe 

A*  exprime  la  quantité  qui  constitue  là  partie 
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imaginaire  des  deux  rapines.  Il  est  aisé ,  d'après 
cela  9  d'obtenir  u^  aujtre  iméq[uation  du  deu- 
xième ^egi^éy  et  qui  appartienne  au^^  deu^ 
autres  racines  de  l'équation.  9e  me  bornç  ici  i^ 
indiquer  ces  différentes  opérations,  qui  exigent 
un  calcul  assez  long,  et  qu'il  ne  faut  jamais 
employer  dans  la  résolution  pratique. 

Quand  V^est  imaginaire,  ia  véritable  quasi- 
valeur  originelle  de  l'équation  est  /;  ||  4  o^ 
/?  Il  ^  A.  Il  faut  concentrer  cette  quasi-valeur; 
si  réquation  contient  deu|:  racines  réelles,  on 
aboutira  à  une  série  convergente  qu'on  recon- 
naîtra aisément,  et  on  parviendra  à  la  valeur 
des  racines  réellei^. 

Par  le  calcul  des  inéquations ,  9^  parvient 
à  déconc>ppâer les  équatio9$  du  quatrième  degré 
en.  deux  facteurs  du  deuxième ,  le^  équations 
du  cinquième  degré  en  un  facteur  du  49uzième 
et  un  du  troisième,  etc.  comme  on  le  verra 
ci-après.  C'est  dans  ce  mode  de  solution  qu'on 
parvient ,  par  un  cakiil  très^simpie  f  à  déco|n« 
poser  en  facteurs  réels  du  deuxième  degré,  l^ 
équationsd'un  degré  pair,  qui  ne  ooatieiuient 
,  que  des  racines  imaginaires. 

Je  finirai  cet  article  par  l'applicatipn  dç  ce 
que  l'on  vient  de  diw  ^sur  les  racines  imagr-« 
naires  à  un  exemple;  j^  choisis  l'e^emplç  quatre 
ei-dessus  (190)  : 
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«^  +  8  a:^  +  25  jc*  +  Sa  «  -f-  i6  =  o^ 

dans  lequel  la  première  et  la  dernière  racine 
sont  réelles  y  et  les  deux  intermédiaires  imagi-* 
Daires.  J'ai  d'abord 


l^r=^  1,632683 

n    =7,224^1^ 

4r      =0,775488 

9    =  4,775488 

ç      =  3,22451a 

4y^c=— 64 

•SD=— Ï024 


a    =      4189804* 

6=8. 

c     =      8,89805. 

y     =        0,89805. 

d    =      i,6/,8o5. 
J^    =-.8,ï48o5. 

i/F/=    0,90775. 

La  quasi-valeur  de  '^  étant  imaginaire,  je 
prends  dans  la  formule  (197)  la  quasi-valeur 
de  z\ ,  ou  la  quasi-valeur  de  la  limite  infé- 
rieure. Je  trouve  que  tous  les  radicaux  sont 
réels,  et  j'ai  pour  résultat 

z\  11—  1,10915. 

Pour  concentrer  celte  quasi-valeur,  comme 
la  série  de  concentratipn  sera  alternative ,  à 
caiuseque  cette  quasi-^àleur  est  négative,  j'ein" 
ploie  la  concentration  de  compensation. 

rai, ..if  =  -0,55 j       V       l  M  ^N ' 

-o,765i,J  -o,775465r=/u'", 
— 0,770:^-1 


*/=:= 
*/*"« 
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£n  prenant  la  dernière  quasi-valeur  de  cette 
suite  ft^^',  et  la  substitqant  dans 

^«:  — (^  — -r'), 
jai 

r  =  — 3,999977, 

et  la  racine  est  x  =  —  4* 

On  voit  par  cet  exemple,  qui  a  déjà  e'té  traite, 
qu'on  peut  se  dispenser  d'entrer  dans  le  calcul 
des  quantités  imaginaires,  lorsqu'il  y  a  dés 
racines  réelles  dans  l'ëquation.  Cependant  si 
les  deux  radicaux  V^f'^t  t/7^  étaient  tous  deux 
imaginaires,  il  faudrait  bien  calculer  ces  es- 
pèces de  racines.  Voilà  pourquoi  je  vais  m'oc- 
cuper  de  la  valeur  de  z^. 

â02.  En  réduisant  les  différentes  valeurs  en 
nombre,  et  faisant  disparaître  le  radical  ima- 
ginaire du  dénominateur,  ce  à  quoi  Ton  par- 
vient en  multipliant  le  numérateur  et  le  déno* 
minateur  par 

j*ai  d'abord,  par  la  formule  (  ^97), 

t,<o,8 1 634— 1/^,45265  -  V"  0,06993— j/—o,74i3; 
or  le  grand  radical  étant  de  la  forme 

aura  sa  partie  imaginaire  d'un  signe  contraire 
à  "^f ';  la  première  racine  imaginaire  n'appar- 
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tient  donc  pas  à  la  première  branche,.  c'e!5t 
donc  \/W  qu'il  faut  prendre ,  dans  lequel  le 
radical  intérieur  est  positif  ;  en  le  décompo- 
sant j'ai      '  . 

«,||o,8i634  +  »/o,466335— V^— o,45a65-l/-o,396335-, 

enfin 

•*«  il  ».499«;~  i?3oa3  |/—  i , 
et 

'«î  11  1,490*2  +  i,5oa5  v/—  1. 

Pour  avoir  les  dejuix  autres  racines,  en  sup- 
posant,  que  je  n'aiet  pas  d  autre  moyen  de  les 
avoir,  ou  en  supposant  que  \^  f'  est  aussi  ima- 
ginaire, je  recompose  ces  deux  équations, 

et  j  ai 

zV+ 2,99844  jzr  +  3y'j22. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

«•  +  Simz^  m*  +  n*  =a  o; 
je  forme  l'autre  de  cette  manière  : 

qui  devient 

z*+  1,3^996  z  4-  0,442, 
qui  donnent  les  deux  quasi-valeurs  réelles 

z.  II  (y,-5o63 
■■■••'    '    •  -«^4  11  '.39Ï7- 

J'^ii  maintenant  deux  limites  pourri ,  savoir, 
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la  partie  réelle  de  la  première  branche ,  qui 

donne 

.   z,  Ho,i33;    . 

comniie  elle  est  {^as  petite  que  ta  première ,  je 
les  c€>f}apens^'d'abord ,  j'ai 

^  Il ,  o,33()  ; 
et  en  concentrant,  j'ai 

I  =  0,5. 
*  Ç  =  o,2585. 
h'  I  =  0,227a. 
A"  I  =  o,aa5o94. 

La  concentration  est  décroissante  tn  joi- 
gnant le  dernier  terme  à  «  ;  on  a 

:|>our  :t  csi  *—  f . 

On  aurait  pu  s'assurer  que  la  première  ra-* 
mne  est  rëclie ,  en  côec<0ntrânt  a  49  =  o  ;  on  a 

h     A^rsz: -==3  0,l852.    • 
C 

h    A4r =  0,2174. 

*'"a  « =  0,22458. 

En  réunissant  cette  dernière  à  ^r,  on  a 

^  =  —  0,99^97. 

On  a  ici  une  valeur  trop  petite  pour  Xj  parce 
que  la  concentration  est  croissante.  La  partie 
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réelle  de  z,  =~  {/r  est  encore  une  limite  qui 
conduit  à  la  valeur. 

Lorsque  t/7  est  imaginaire ,  si  l'on  voulait 
prendre  le  chemin  le  plûà  long  pour  trouver 
les  racines  réelles  de  Téquation ,  il  faudrait 
suivre  la  marche  que  Ign  vient  d'indiquer,  en 
décomposant  successivement V7  et  ï/R,  oji 
formerait  ensuite  deux  équations  du  deuxième 
degré,  dont  on  concentrerait  le^  quasi-valeurs, 
et  qui  pourraient  toujours  se  concentrer  quand 
il  y  a  des  racines  réelles. 

En  suivant  cette  marche  on  ne  peut  résou- 
dre l'équation  qu'en  la  recomposant  en  fac- 
teurs du  deuxième  degré.  Le  calcul  des  iné- 
quations, en  les  dé^îomposant  de  cette  manière 
immédiatement,  dispense  de  tout  ce  travail. 
Ainsi  la  décomposition,  en  facteurs  du  deu- 
xième degré,  j^ppartient  aux  équations  dont 
les  racines  sont  imaginaires.  Le  calcul  des  iné- 
quations parvient  toujours  â  les  décomposer 
en  facteurs  réels,  comme  on  le  verra.  Je  passe 
maintenant  au  cinquième  d(f are. 


L 
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CHAPITRE  V. 

De  la  résolution  des  équations  du  cinquième 

degré. 

2o5.  Dans  la  résolution  des  équations  du 
cioquième  degré  et  des  suivans,  on  suit  la 
même  marche  que  celle  qui  a  été  développée 
dans  la  résolution  des  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  La  théorie  se  trouve  main^ 
tenant  expliquée  ;  il  ne  s'agit  plus  que  de  cons^ 
truire  les  formules  au;squelles  on  doit  aboutir. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Premier  mode  de  solution,  ou  mode  de  solution 

simple. 

De  la  résolution  des  valeurs  de  p,  ou  première 
méthode  de  solution  simple. 

Soit  donc  l'équation  générale  du  cinquième 

degré 

dont  je  suppose,  comme  ci -dessus,  tous  les 
coëfficiens  positifs,  et  par  conséquent  toutes 
les  racines  négatives;  je  la  décompose  en  deux 
facteurs 
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£q  reformant  Tëquation  avec  ces  deux  fac- 
teurs, et  comparant  ses  coëfficiens  avec  c^eux 
de  la  proposée,  on  a  let  cinq  équatiQii&  au- 
xiliaires 

3«  C  =  R  +  Qp, 
4«  D=S  +  Rp, 
5^  E=:Sp. 

Maintenant  Tequation  indéterminée  du  qua- 
trième degré  contient  l'inéquation  originelle 

Q<|P*; 

dvec  cette  inéquation  et  l'équation  auxiliaire 

Q  =  B-Pp, 

je  forme,  comme  ci -dessus,  une  inéquation 
du  deuxième  degré ,  qui  me  donne  les  quatre 
quasi-valeurs  originelles  suivantes  : 

ao4.  P<KA.+  v^A'— iB)....  =  <n. 

P>i(A--  V^A'— iB)....=>#. 
j)5<f (A  +  4 |/a^=ÏB) . . . .  =  < ^. 

i  ^ 

I  Pour  compléter  maintenant  les  quasi-va- 

leurs  de  '»  et  de  p,  je  compare  l'équation 

Q=B  — Pp 
avec  l'inéquation 

QIIB-n;,, 
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eâ  sabstituant  les  valeurs 

Qllî^(A+»/r)', 
OU  j  arrive  a 

Q  <  I  n% 

tt  par  conséquent 

Q  <  B  —  H  or. 

On  pourrait  conclure  la  même  chose  par  le 
raisonnement  qu'on  a  fait  ci -dessus  (6x).  Eu 
vertu  du  même  raisonnement ,  on  a 

Q>B  — ♦^, 
quand  *  >•  ^. 

J'appelle  K  cette  quasi-valeur  de  Q  ;  et  en 
comparant  l'équation 

avec  l'expression  C  — *  K  «v,  j'aurai  par  le  même 
raisonnement 

R  <  G  — Kflr; 

d  où  je  conclurai  d'après  l'équation  (4)  y 

S<D  — (G— K'iy)*. 

Enfin  l'équation  auxiliaire  (5) ,  E  :=3  S  p  ^  me 
donnera^  en  substituant  la  valeur  de  K^ 

205.  p,  > 


•*-• 


D  — [G  — (B— n«r)'»-]'»r 
Cette  quasi-valeur  complète  sert  de  formule 
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de  concentration;  il  faut  remarquer  encore 
que  pour  obtenir  cette  quasi-valeur  complète, 
j'ai  opéré  sur  l'équation  en  allant  de  gauche 
à  droite. 

On  aura  aussi  pour  la  quasi-valeur  complète 
de  9  y  quand  ♦  >  * , 

E 

^^"^D  — [C  — (B  — *0^]^' 
et  en  mettant  à  la  place  de  n  et  o  leur  valeuri 

on  a 

E 

^E 

On  voit  clairement  quelle  est  la  loi  pour 
tous  les  autres  degrés. 

Quant  à  la  concentration ,  la  théorie  déve- 
loppée dans  le  troisième  et  le  quatrième  degré 
s'étend  à  tous  les  suivans  ;  et  quand  «*  appar- 
tient à  une  racine  réelle ,  on  a  la  série  de 
concentration 

'tf <^h^ <ik' *tff K^k' ^ y  etc.j 

•\  A  A  A 

p«    Pi     Pi      p. 

dont  tous  les  signes  changent  de  direction ,  et 
qui  se  convertit  en  une  série  de  concentration 
opposée ,  lorsque  l'on  donne  à  »  une  valeur 
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qui  dépasse  la  première  racine  et  qui  ii'atteint 
pas  la  seconde ,  quand  la  première  racine  est 
réelle. 

Il  en  est  de  même  pour  9,  pourvu  que  ^'  >>  f  ;* 
il  en  est  de  même  encore  pour  la  troisième 
racine  ;  et  en  général ,  comme  on  Ta  déjà  vu , 
toutes  les  racines  impaires  d'une  équation  sont 
susceptibles  d'une  double  concentration  oppo- 
sée, pourvu  que  les  racines  soient  toutes  du 
même  signe,  et  pourvu  que  la  somme  de  toutes 
les  autres  racines  soit  plus  grande  que  cdle 
que  l'on  concentre,  ce  qui  n'a  lieu,  sans  ex- 
ception ,  que  pour  la  première  quasi-valeur  v. 

f 

De  la  résolution  des  pâleurs  dex^ou  deuxième 


méthode  de  solution  simple 


.  ••■*'' 


907.  PouA  y  parvenir  il  faut  commencer 
par  déterminer  les  quasi-valeurs  de  P,  Q ,  R  ^  S , 
de  Téquation  indéterminée*;  dans  ce  cas,*  je 
commence  par  Tautre  extrémité  de  l'équatiobV' 
et  je  ne  m'occupe  que  des  quasi-valeurs  en  f  • 

D'abord 

de  j9  =  -  et  de  p  <  ^ ,       » 

j'ai  la  quasi* valeur 

E 

S>-, 

19 


A 
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j'ai  par  la  même  raison 


E' 
S<-; 


puis  de 


£ 

P 
S  =  D  — Rp, 

•>     • 

p-  ^  +1^-0, 
d'Où  j'ai 

puis  avec 

P<9> 
j'ai  l'inéquatioa 

£ 
R' 

D             1  XD* 
'      aR^       "^     4R' 

£ 

En  élevant  au  quarrë  pour  faire  disparaître  le 
radical  ^  j'ai  y  tout  calcul  £ait ,  la  quasi-yaleur 


j'aurais  eu  de  même 

„      D«--E 
R  <—-;_. 

Pour  avoir  Ja  quasi-yaleur  de  Q,  on  pi^nd 
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d*abord  la  valeur  de  p  avec  les  deux  valeurs 

5- 

P 
R  =  C~Qp, 

comme  on  vient  de  le  faire  ;  puis  avec  l'iné^ 
quation  j:?  <  ^ ,  on  obtient  d'abord  Tinéquation 

S<Q0*  — Cç  +  D; 

•  •  * 

puis  avec  l'inéquation  contraire 

E 
S  >  -, 

on  a  enfin  •  ■  .        •  ■   '•  I 

on  aurai4^  de  même  i 

^         C«*  —  D.'«r+  E 
Q< .3  • 


«. 


Avec  ces  quasi-valeurs  je  forme  deux  iné-- 
quations  du  quatrième  degré,  Tune  en  p,  l'autre 
en  V  ;  je  décompose  ensuite  chacune  de  ces 
deux  en  deux  autres  du  troisième  degré,  puis 
chacune  de  celles-ci  en  deu^ilu  deuxième,  par 
la  ramification  suivante  :  "  •  '• 


<  <  •<■ 


99^ 
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jr4+AV 


«4+ Al»' 


Et  le  tableau  saiyant  présente  la  marche  des 
opérations  à  suivre  pour  déterminer  les  coeffî* 
ciens  de  ces  différentes  équations. 


« 

E 
j  .... 


i(A'+3v/?:=*' 


,«# 


7^ 


'.  •••  •••• 


7^' 


?* 


Fuis 
enfin 


V^A""— 4B'"=/7C, 


i(»' 


K 


4^ 


«ft 


G" 
~7» 


ou  i  (  A'"  —  V^A"*— 4B'"). 
Oo  Yoit  manifestement  la  loi  de  la  suite  des 
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Opérations  à  faire;  j'ai  employé  la  notation 

v^,  vt;,  vt,, 

pour  marquer  à  quel  degré  appartient  chaque 
radical ,  et  la  virgule  désigne  qu'il  appartient 
4  la  branche  réductible. 

A  l'aide  de  ce  tableau  on  a  la  formule  sui- 
vante 


•  •••••••  i**- 


S« 


i"""""       •**    • 


aVK 


I    i**  colonne. 

Cette  deuxième  formule  présente ,  en  rac- 
courci ,  le  tableau  des  différentes  opération» 
qu'on  effectue  dans  la  première ,  de  sorte  quA 
ces  deux  formules  n'en  font  q^'une. 

On  voit  que  dans  ccitte.dernière  ^  la  première 
colonne  contient  la  partie  rationnelle  j  A,  ayeo 
la  suite  des  radicaux  originels  des  inéquations 
successivement  abaissées,  jusqu'à  celle  du  deur 
xième  degré.  Les  colonnes  intermédiaires  dé« 
terminent  seulement  les  valeurs  de  A',  A%  etCi; 
les  valeurs  de  B',  B*,  .etc.  sont  prises  dans  le 
tableau  précédent  ou  dans  la  premièrejppf||e 
^  cçtt«  doubU  formule.  On  ifûiM^omiMit  ' 


ellQ$  $<^|3^.lbQCtionSi  dea  différeos  poê/ficieits  de 
]a  proposée.         •  .        -    *      ;  >  , 

Cette  formule  est  telle,  qu'elle  sert  en  même 
temps  pour  les  degrés  inférieurs'.  La  dernière 
colonne  toute  seule  exprime  la  formule  de  la 
resolution  des  équations  du  deuxième  degré  ; 
la* quatrième  et  là  cinquième  expriment  la 
formule  de  solution  pour  les  équations  du  troi- 
sième degré ,  et  ainsi  die  isuite. 

11  s'agit  de  confirmer  cette  formule  par  un 
exemple  ;  je  prends  l'équation 

x^  +  i5x^i+  85a?^+  225'X*  +  2n/ix+  ia6:f=,o, 
dont  les  facteurs  sont         ' 
"(ar+i)  (x+2)  (x+5)  (:r  +  4)  (à?+-''5f=o,     • 


'7        • 

jai 

B' =3i,i44 


<  ' 


cy.  :i.  .=43,479  •|0^Vl-J;=^^e;7ii; 
D'.;;.i±hio,5888 


>:ji';:(P'iifc '8)0677 


'  •  ."i  I  '«."t     )r  i  T/U 


..    .    .    .=2,7779 


n   concentrant  une  seule  fois  cette  quasi-* 
valeur,  lè  tais       •    .  ,  ,    .        .. 


♦-iî  JUI' 


V  jJe^iaf^  tiA;étend|ra4!  pàg  fta  van  tage?5'  <m  •  yoit  que 
Uè  ^Mé»»lt^tl^dn€^  ij Wf6%^nl  lèà 'iîflgiiies'^ûe 
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ceux  des  autres  degrés ,  ou ,  par  conséquent, 
que  cette  méthode  s'appliq[ue  aux  équations  de 
tous  les  degrés.  Dans  ce  premier  modîe,  la  cqi)« 
centration  ne  peut  s'effectuer  que  quand  les 
racines  sont  toutes  (lu  même  signe  :  le  deu- 
xièipe  mode  de  solution  leur  donne  y  comme 
on  l'a  vu ,  cette  propriété. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Deuxième  mode  de  solution,  ou  mode,  de 

solution  double. 

211.  Je  reprends  les  deux  équations 

*  =  -(,_,'); 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  pro* 
posée,  j'ai  ,    .        '   . 

—  A   I     -4A4ri    — 6A4r*  /      — 4A^'/    — A^r*   1 

-kA    j     — 4Af  l     -ft-6Af>  1     --r4Af)|     -hA#*|       . 

^B        I      -^3Bf   i      H-3B^'>     -tB^î  I 


D        J      — D^ 
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OU  pour  « , 

bu  pour  ^ , 

jT^^  —  az'^  +  bz''  —  yz'*  +  /z'  ~  f  ==  o. 

En  déterminant  ces  coéfficieus  en  valeun 
de  coéfficiens  de  la  proposée,  j'ai  ,    . 

SIS. 

,_  •>•,■• 


'.      '•  A 


«[a.4.  i3f  V/;^3(-SÀ(A*-ÎB)H^A'-VC). 


5' 

z  ' 

H-tao(— 3A*^i5A'B— 5oC4-5'D)4-a .  3. 4V»]l/7. 
— i6è(-.»A'-f.i5AB--a5C)r. 

1-(-ioA^A'-ÎB)+ioÀ'{A»-^¥C)--5A(A4i^>I))+(A»-5'I) 
-f-(floJiD-ha,3.4V)i/r.  ;-'.  | 

o«p[-.^E4-(aoJ5jD+a  ;  34  V)V/^i6©J5CrJ. 
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On  peut  remarquer  maintenant  que  les  Ta- 
leurg  de  4S5  C,  S^  D  ^  SE\,  sont  composées ,  en 
dernière  analyse,  des  relations  de  Â  suceessi* 
Tement  avec  tous  les  autres  coefficiens,  qui 
sont  telles  qu  elles  seraient  séparément  =  o  ^ 
si  toulès  les  racines  étaient  égales,  comme  on 
peut  le  vérifier  dans  cfaracune  des  expressions. 
On  peut  encore  remarquer  la  loi  des  coëffi- 
ciens  de  ces  relations  ;  leur  signe  est  d'abord 
alternativement  négatif  et  positif,  ensuite  leur  •- 
valeur  est  celle  des  coêffîciens  des  différentes 
puissances  du  binôme 

(x  +  a)*, 
en  commençant  par  le  troisième  terme  de  cha- 
que  puissance.  Ainsi  on  a  d'abord 

les  coêffîciens  de  ces  deux  relations,  qui  sont 
3  et  1 ,  sont  ceux  du  troisième  et  du  quatrième 
terme  de 

(x  +  ay.     '      ^ -- 

De  même  dans  - 

5çD=-.6A\A*-lB)  -f  4A(À^-;UC)+{A^.-^'D), 

les  coefficiens  6,  4?  '  9  ^^^^  ceux  du  troisième^ 
quatrième  et  cinquième  terme  du  binôme 

Enfin  dans  SE  on  sl 


«  ••• 
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les  coefficiens  lo,  xoy.5,  i ,  sont  ceux  du  troi- 
sième, quatrième,  cinquième  et  sixième  terme 

du  bioôme 

ix  +  af. 

£n  général  ces  coëfficiens  sont  les  mêmes 
que  ceux  de  (x+  a)  élevé  à  une  ptffssance 
qui  fait  une  dimension  égale  à  celle  du  coe^ 
ficient  qui  est  en  relation  avec  A.  Ainsi  SC 
qui  est  de  trois  dinaensions  a  les  coëfficiens  de 
la  troisième  puissance  de  x  +  a^  et  ainsi  de 
suite. 

On  peut  observer  que  la  même  loi  a  lieu 
pour  les  relations  des  coëfficiens  dans  les  for* 
.mules  du  quatrième  ^t  du  troisième  degré. 

En  reprenant  donc  les  valeurs  de  ces  coëf- 
ficiens ,  on  a  Téquation  double  en  z  y  qu  on 
peut  appeler  l'équation  double  aux  différences 

simples ,  el  que  j'exprime  ainsi  : 

•  '  >  j.  » 

ai3.  s5.  . 

—  I  ^(:p5E+iato5Ô-f=:2l34V)j/7qrx6oSsCSr). 

» 

Tous  ces  coëffidens  9  :aiusidispQsés.:iiria  droite 
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de  :«?,. doivent  être  positifs  quand  toutes  les 
racines  ^ont  réelles.  J'exprimerai  '  aussi  cette 
équation  généralement  par 

chaque  lettre  a  alors  une  valeur  double  ,  ex- 
cepté les  deux  premières  a  et  b. 

On  résoudra  ensuite  cette  équa'tion  par  la 
formule  ci-dessus.  Je  ne  m'étendrai  pas  sur  ce 
qui  concerne  les  racines  imaginaires,  je  ne  fe- 
rais que  répéter  ce  que  j'ai  déjà  dit  ci-dessus. 
Quand  les  deux  limites  sont  imaginaires ,  la 
résolution  de  l'équation  appartient  au  mode 
de  décomposition  en  facteurs  du  deuxième 
degré. i 

GHÂP*ITRE  VI. 


I  \  > 


De  la  résolution  des  équations  du  degrél  n. 

21 4.  D'après  IqB  lûix  que  suiveiatîles  fonc- 
tions de .  coêfficiehs  *,  dans  les  différentes  for- 
mules qu'on  a  développées ,  on  voit  que  l'on 
peut  parvenir  à  des  formules  générales  qui 
conviennent  à  un  .degréjguelconqup  N.  Pour 
cela  je  prends  la  formule  du  binôme  (x+a)". 
En  faisant  =  o  ;  le  développënienlj  de  cette 
formule ,  on  a  Téquation  générale  aux  racines 
toutes  égales ,  qu'on  peut  appeler  Inéquation 
de  nipeau.  On  a  déjà  vu  comment  les  diffé- 


rentes  relations  de  coèf&ciens  se  rapportaient' 
à  ce  niveau  ;  je  le  compare  donc  avec  Tëqua- 
tion  générale  du  degré  n ,  j'ai  donc 

.    liji— I.  _ ^   11.11— 1. 11—2  _       ,    HmISo- >3    .       . 

a  a. 3  a. 3. 4 

«■+A«— »  +B*— •  +C»— »  +n»— 4..H 

j'ai  d'abord 

A  =sma,  B=s— — —  a"; 

en  faisant  disparaître  a,  j'ai  cette  première 
équation  : 

910.  A"  — =o. 

w—l 

Cette  première  relation  suffit  pour  développer 
la  formule  générale  des  quasi-valeurs  de  x-, 
dans  le  premier  mode  de  solution  ,  car  on  a 
d'abord 

n= (A  +  l/r). 


=  r^A-(«-i)i/7)- 


•  =s 


(A-«^r). 


f  =  i(A+(»-i)*^r). 
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On  â  enauift  pour  la  quasi-valeur  complète 
de  p  et  pour  la  formule  générale  de  concen- 
tration : 

N 

00 

'•  ^M— [L— p— [H— ....— (B— n*)^»]V 

217.  Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de 
«i  le  tableau  ci-joint  développe  la  marche  des 
opérations  à  faire.  La  partie  n^  i  développe 
la  ramification  de  Téquation ,  et  son  abaisse- 
ment jusqu'au  deuxième  degré  ;  la  partie  n*^.  a 
exprime  la  marche  des  opérations  pour  déter- 
miner les  coëffîciens  Â' ,  B' ,  etc. ,  M" ,  B' ,  etc. 
des  coëffîciens  des  différentes  équations  abais* 
«ées  ;  enfin  la  partie  n®.  5  est  le  tableau  en 
raccourci  de  ces  mêmes  opérations.  Pour  dé- 
montrer cette,  dernière  formule  il  suffit  de 
remarquer  que  d'après  le  n^.  a ,  Pon  a 


n 

d'où 


puis 


A'«-(A-l^); 


71  —  I 
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d»     »  .  .        • 

OU 

-^  A"  = -i- (A' -  V^„_.  )  i 

et  ainsi  de  suite.  En  employant  cette  der- 
nière formule  ,  ou  détermine  les  valeurs  de 
B',B'%etc. 

3 18.  Je  passe  maintenant  au  mode  de  solu- 
tion double,  pour  former  là  double  équation 
générale  en  z ,  je  compare,  encore  Téquation 
proposée  avec  l'équatioti  générale,  aux  racines 
égales 

j?"  +  naxT"^  -h  ,  etc.  =  o, 

et  je  prends  successivement  les  relations  de  A 
avec  les  autres  coëfficiens  ,  comme  j'ai  fait 
pour  B,  avec  les  équations 

-.                  ^      n»n — i.n  —  a    . 
A  r=zna  et  C  == ^ ar  ; 

2.0 

je  fais  disparaître  a,  et  j'ai 

A* =  o. 

n — t.n — 2 

En  opérant  ainsi  de  même  pour  tous  les  autres, 
j'ai  cette  suite  de  relations  : 

27ïB 

A» =  o. 

n  —  1 

A' C  =  o. 

n — I  n — 2 


{ 
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À*  — D  =  o. 

/i— 1 .  71—3 .  n — 5 


a. 3 n — a.»'"'     , 

A— r-  L  =  o. 

n — i*n — a n — \n — 6) 

„     '         a. 3 n — i.n""*    -, 

/i— I  .n — a n — (» — a) 

A* ^ ^ — -  N  =  o. 

W— 1.7*  — a.  •  •  •  I. 

Toutes  ces  relations  n'ont  de  valeur  que  quand 
les  racines  sont  inégales ,  et  ces  valeurs  sont 
les  éle'mens  premiers  qui  constituent  les  diffé- 
rentes formules  de  solution, 

219.  On  peut  remarquer  encore  que  quand 
toutes  les  racines  sont  réelles  et  de  même  signe, 
ces  valeurs  sont  toutes  positives  ;  c'est-à-dire 
que  les  seconds  termesde  ces  binômes  sont  au- 
dessous  des  premiers  quand  ces  valeurs  sont  né- 
gatives, ou  quand  les  seconds  termes  surpassent 
les  premiers  ,  elles  constituent  des  fonctions 
imaginaires.  On  voit  clairement  ici  comment 
réquation  du  binôme  est  Téquation  de  niveau 
relativement  à  toutes  les  autres  équations  com- 
posées. Ainsi  tout  coefficient  dont  la  valeur 
trop  grande  forme  avec  A  une  relation  néga- 
tire  y  cette  valeur  constitue  une  inégalité  ima- 
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ginaire.  Cette  loi  ne  s'apperçoit  pas  quand 
les  racines  sont  de  différens  signes;  mais  elle    I 
n'y  est  pas  moins  contenue ,  car  toute  équation    ' 
peut  être  transformée  en  une  autre  dont  toutes 
les  racines  ont  le  même  joigne ,  et  alors  cette 
loi  se  manifestera. 

Avec  ces  relations  simples ,  je  forme  la  série 
.       suivante  : 

290.  i 

a  \         »— i/^        a. 3  V        »— ^ 

n.n— -I » — 4^      e/.c  2.3.4ii»^E      \ 

a. 3. 4  \      .   n—ï »— 4/ 

—  etc. 

et  avec  cette  série  je  constitue  toutes  les  rela- 
tions des  coëfficiens  SCj  SD,  SE,  etc.,  car 
j'ai ,  pour  le  troisième  degré , 

r=-3A(A--3B)  +  A'-37C, 
^^[=  — aA3  +  3*AB— S'C; 

Quatrième  degré, 

_f=-6A^(A--.iB)  +  4A(A^-i6C)-(A4-4^D), 
^*^[=-3A4  +  4*A*B-.43AC  +  44D; 

Cinquième,  degré , 

f===-ioA3(A»-|B)-4-ioA*(A3--iiC)-5A(A4-5»PM^*^ 
**^[=— 4A»  +  5»A3B  +  5»A*C  +  54AD— 5*B. 

On  peut  conclure  de  là  que  Ton  a  générale- 


ment  poi^r  la  dernière  relation  des  coëfficiena 
jusqu'au  dernier  terme  N  de  Fëquation  n. 


+»*A"'^-*D V— ii"'-»AM  +  i»"»N-. 

il  faut  observer  qûHl  n*èst  question  ici  que' 
de  la  relation  de  tous  led  coëfficiens  propre  à 
chaque  équation ,  et  que'  j'ai  exprimée  par 
«se ,  SD  y  6*E ,  ^ans  designer ,  par  un  chiffre , 
le  degré  auquel  ils  appartiennent ,  parce  que 
la  lettre  seule ,  qui  est  toujours  la  dernière^;  Id' 
désigne.  ' 

222.  Mais  il  est  question  maintèirant' dé 
déterminer  la  relation  partielle  des  coëiilciens 
contenus  dans  un  degré  supérieur  ;  ainsi  quand 
on  a  développé  les  valeurs,  des  côé£Bcien$  de 
l'équation  en  z  ,  on  a  eu.,  pour  le  .quatrième 
degré ,  une  relation  des  trois  premiers  coëffi- 
ciens 4S4C ,  et  pour  \e  cinquième  on  a  eu  le» 
deux  relations  partielles  ^50  et  S^Ç  ;  mais , 
pour  les  déterminer  généralement,  j'observe 
que,  par  exemple ,  quand  on  a  développé  les 
coëfficiens  de  l'équation  en  js,  pour  le  iciri- 
quième  degré,  on  a  obtenu  S^p  en  dévelop- 
pant le  coefficient  de  z  dakis  Tavant-dernière 
colonne 

où  la  plus  grande  puissance  de  ir  n'est  que  U 

;2o 
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quatrième ,  et  dans  la  colonne  prëôeBénte ,  ou 
l'on  a  obtenu  S^C ,  là  pins  haute  puissance  de 
7  n*e»t  que  la  troisième.  Oa  doit  donc  e<ta- 
clure  de*là  qu'en-mèUant  iS'— i  à  la  place  de 
r^ ,  dans  les  coëfficlens  seulanient  de  la  formule 
générale  ci-dessus  (3i3)  »  on  obti(9n4l*^  1^  rtla- 
t^on  des  cqëf^ciens  jusqu'à  l'ayaot**  dernière 
le.ttre  pour  le  degré  ;  c'estf*^Hliqe  q:i:^'oix  ol^ tien- 
dra la  relation  S^ML ,  et  qu'en  substiti^an^  h*---^ 
4  la  place  de  n,  dans  la  même  foroittle,  on 
obtiendra  la  relation  SJ^j  et  ainsi  d.e  su^te. 
!|^fjfec^i^ement ^n  opérant  ainsi ,  l'on  a. . 

.  .ftdSbMPouc  le 'quatrième  degrés      .      . 


Pour  le  cinquiètne  degré , 


— _,6A»(A*— iB)+4A(A*— ilC)--{A4— 5'Dj, 
é=:__^  A«+ i5'A»B  — 5oAC  + 5»D} 


* •  •  •     i  •    • 

çpmnia  on  1'^  obtenu,  drdessus.  On  voit  que 
gl^néralement  le  premier  terme  qui  ne  ren- 
ferme que  la  lettre  A  .  a  son  coefficient  tou- 
jours  plus  petit  d'une  unité  que  son  exposant. 
On  peut  d'après  ceci  déterminer  généralement 
les  relations  partielles  des  coêfficiens  ;  on  a 
donc  /  en  commençant  par  la  dernière  lettre  , 


r 


+ .^A«-4B. 


— «^A^-^-^C 


Ln*,/i— 3A«"^C 


7i*.«— 3.» — 4  . 
.. -:A«-* 


C 


1 


+»4  A»~4D  +  »3.n— 4  A»-5D  I  •{ 2 A«-«D. 


V 


-»«-;' A  M 


+ii«-«2AL 


n«-^.î>.»3 


AJ. 


71  —  X 

1^-   ■■    •   .L> 


n — 1 . 
n*.n — 3./1 — 4.» — 5    „_.-. 


fi^M — 4 .  h — 6 .  71 — 6 


A«-7C* 


/l— I  .7i— -2 
,1»— 4  4.3.2 


» — 1..»— a 


rt—l./i— 2 


+ 


AG. 


H  etc. 


9 


Maintetràfif  pôtfr  àvoîr  l'eipression  géné- 
rale t!e  la  dbtiWe  équatkitteB  jr,  j'ai  d'aiioîrd, 
en  ne  prenant  quie  pour  *-,  • 
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— A-J     "^..a         f  21. i  I  i.aj..,i 

-j-n— î-a.B»  I         n — a,»i.3...i 
^==  —  C    J  i.a...»— a 

.3.11—4"*' 


1  .a*  ••11*3 


On  voit  manifestement. la  loi  pour  la  for- 
mation des  coêfficiens  de  cette  équation ,  ainsi 
que  celle  en'48r  ;  mais ,  pour  les  former  l'uneet 
l'autre ,  il  faudrait  faire  un  double  travail.  Il 
est  donc  avantageux  de  prendre  une  formule 
de  coêfficiens  qui  puisse  convenir,  à  la  fois, 
à  cette  double  équation  ,  et  qui  soit  en  fonc- 
tion de..49C  f  SDj  se  ,  etc.  ^  dont  on  connaît 
la  formation,  et  qui  expriment  la  nature  des 
fonctions  qui  entrent  dans  la  formule. 

Pour  iprendre  généralement  cette  formule, 

.  •  •   •       .       , 

je  eoiiimence  par  le  dernier  terme ,  ou  la  der- 
nière colonne^  et  j'observe  que  les  coêfficiens 
de  tous  ses  termes  sont  égaux  àTunité.  Ce  der*^ 
nier  terme  est  donc  le  développement  de 

-»«--.A«"*"' -h B^r—»  etc. 
Sûur  Jformer  le  terme  précédent  j'observe  que 
la  formule  du  binôme  a  tous  ses  termes  à 


r 
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^gale  distance  des  deux  extrêmes  parfaitement 
^aux,  qu'il  est  indifférent  de  là  prendre  dans 
un  sens  direct  ou  de  là  prendre  à  rebours  ; 
que  dans  le  premier  sens  on  a  (x  +  ci)"  i  et 
dans  le  deuxième  (  a  +  ir  )"*  ;  par  conséquent 
les  coéfBciëns  du  terme  précédent  seront  : 

n«'«--«^(/ï— i)A»«-*+it  — aBw»-»— («-33c»*-'  etc. 
ceux  de  Vantépenultième  seront  : 

et  ainai  de  suite.  En  développant  donc  ces  suites 
o«i  a  les  coâBBciens  n ,  m,  I>  tels  qu'on  les  voit 
exprimés  sur  le  troisième  tableau ,  page  3 14*  - 
'  Cette  formule  convient  à  la  double  équation 
en  Zf  par  le  double*  signe  ::;f:9  qui  affecte  alter- 
nativement les  termes  ,  le,  signe  supérieur 
appartient  à  l'équation  du  complément  de  ^r , 
et  le  signe  inférieurs  à  celle  du  complément  de  f. 
Mais  il  faut  observer  que  la  formule  est  faite 
d'après  la  supposition  que  le  degré  n  est  pair  ^ 
Dans  ce  cas  le  dernier  terme  de  Téquation  en 
M  et  en  z'  y  exprimé  en  •-  et  en  Pj  savoir  : 

«•  +  /» *  1  «•'"'  etc. .  et  z'"  —  n-»  1  z'—'  etc. , 
—  A   J  +A   J 

sont  delà  même' formé  ;  oh  a,  par  exemple, 
pour  le  dernier  terme  du  quatrième  degré , 

-»♦  — -  A  -»*  +  B*»*  —  etc. 

f*  —  A^^  +  Bf*—  etc. 


pans  le  développement  de  ces  deu%  q^antitei^ 
il.  n'y  a  que  t/T"  qui  ait  un  signe  différent,  p^ur 
conséquent  tous  les  termes  qui  i^i'affeptent  pai^ 
Vr,  doiven^t  avoir  le  n^éme  signe  dan^  Vuii^ 
et  dans  T^u^tre;  et  ofux  qui  sont  affeo^é^  de  çp 
radical  doivent  étr^  nég^tifi^  pour  ^ ,  et  ppffi^ 
tifs  pour  p,  :  c'est  cç  qui  g  lieu  d^n?.  U  fôr»*4e 
du  tableau. 

Au  contraire,  quand  Féqua.tion  est  d'un  dç- 
gré  impair,  les  deux  expressions  en  ir  en  ^  ont 
tous  letii^s  tevmes  d'un  signe  contraire  ;  mai» 
comme  Vr  est  d'un  «igné*  différeRl  dans  «-  ^ 
dans  0  y  il  s^'ensuit  que  les  termeé  qui  sC}rI 
affectés  de  ce  radioal  doivent  avoir  le  même 
signe  dians  les  expresnpns  de  w  et  de  ^  ;  M 
qu'au  contraire  ,  les  autres  termes  doivent 
9voir  un  signe  différent  ;  il  faut  remapqnçPy 
enftii^  que  ^e  premier  terme  de  chacuitte  dd 
ees  deux  expressions ,  pour  le  cinquième  de- 
gré, par  exemple /est  immédia  tçm^^nt  +  S^ 
pour  V ,  et  -*-*  SE  pour  f  ;  mais  ciMnme  dans 
l'équation  générale , 

z^  —  az*  +  hz^  etc., 

Qn  Si,  fait,  ressortir  le  i;igi^e  Aégatif  4es  CQ^- 
ciçns  alternatifs,  op  dçÂt  avair  ponr  ce  pre- 
mier terme  i^  5E  x  e<  oi.nsi  pour  les  autres  de- 
grés impairs. 
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»a!5..  11,^'j^t  ds.f^kii:^  yoir/wCQre  çpmmafit 
il  faut  ei^fd^ye^  ceU^  ipFOiiilfi  poufi  i^r^iffé^ 
rens  degrés,  je  l'applique ^abord  au  troisième 
degre\;  ôth^  ce  csL&n^i ,  et  comme  G  est^alors 
le  dernier  coefficient ,  on  a 


s»  i 


N  =  C ,  M  ^B^Il:^  a  ; 
terme  S'N  devient 


*« 


".  *  »  — — 


=  =f=  SÇ  ; 

qui  deYÎent"  '  '   \^ —  w  )  -  - 

parce  que  \  , 

4y^B  =  --(A^'— 3B)  =  Rr; 
le  troisième  terme  •     •  '  =      '  ' 

:i\    ,    .   î..  .     ,   •  '"«'♦•,.'     l'A    '.;(.:'..     '"w  : 

qui  devient  ,  j;  ,,      ,  i/[  ^,  _   ^  _ 

pai'ctf  '  (joè  î^  foniiUtttf  '"adiifc*  'ff "est'  conii)bW;, 

2  •  O 

contient  dans  touj^  se§  terme|  zz-p^f  q^i^^&t 


L. 


5j3  trajt]£  îhiuzjxrxiZM 

hssi  o  ;  mais  ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  qu'il 
faut  s'ai^réter^là  :  le  terme  suivant , 


n.n — i./i^— a. 


{.'".•'  1*1  . 


-iy^I(i»v-i)«rV7, 


1^2.5 

qui  devient 

*  .        •  - %/^ 

(car  le  premier  'coêfÊciént  dé  Tëqùation  =  i  } 

parce  que  la  fonction  de  Sx  ne  consista  plus 
oue  dans  le  terme 

en  récapitulant  ^  a 
c 


l=^(2rl/"r=F:,yC, 


comme  on  Ta  vu  ci-dessus,. 

Pour  avoir  la  valeur  de  b  ,  j'ai ,  dans  la 
deuxièmeiîgi^iadeJaforipuIe,  le  premier  terme 


n* 


je  le  pfendç  positivement  tel  qu'il  est.d^ans  la 
formule ,  parce  que  les  termes  de  cette  ligne 
proviennent_dçs  fonctions  de  •-  et  de  ^  élevé 
à  une  puissance  paire  ;  le  deuxième  terme  qui 
contient  Sk  est  =  o  ;  le  troisième  ternie  qui 
contient  Si  èsî  =  i  X  4 '^ > 
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OU  j  ai 

comme  ci- dessus. 

Pour  avoir  a ,  qui  appartient  à  un  degré  im- 
pair,  je  reprends  les  signes  additionnels  con^ 

.  traires  à  ceux  de  la  formule.  Le  premier  terme 

'  de  la  troisième  ligne 

n 
il  ne  reste  plus  qii^.  le  deuxiàosie^  qui,  à  cause 
dç  $izszi  ^  doane  a^^t/r,  comme  ci-dessus. 

'397.  En  récapitulant  donc  les  règles  à  ob- 
'  sexnrer  dans  Tappiication  de  cette  formule  : 
I  .  i^;  Le  double  signe  q=  prend  la  place  du 
I  signe  +  ,  et  réciproquement  p^ur  tous  les 
eoéISciens  qui  appartiennent  à  une  puissance 
[  impaire  de  z\ 

V.  ^^B  =  — r; 
5^  iîA^o; 
4?.  ij  I  =fai. 

Si  j'applique  cette  Ibrnlulean  quatrième  de- 
gré ayec  robseryation  de  ces  quatre  tègles , 
jai 

4 
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c=-— (3=<yC  —  orV^qpo  +  37r^- 
4  ...  .     ' 

s=-^(3.9rl^=F:^C. 

4      ■  .       . 

ï  ■     ■  ' 

b  =  -( — r^o  +  ùr)^ar.    ' 

•    4  .  ^      ,    ■ 

a  =  o  +  5  /■- 

Ces  différentes  valeurs  sont  cotiformes  à  celles 

»  -  -  .      « 

qu'on  a  obtenues  ci-<lessus. 

£n  rappliquant  encore^  avu  cinquième  degré 
oo  obtiendra  ëgalement  le  tnèttue  rési^iddi  qàe 
c^-dQ$si4$;  Ainai  %  à  Taide  de  cette  foraiule ,  on 
peut  i^mét^iatemeot  formât  la  doiibb  «qna^ 
^if^x.QP  4 ,  il  ^fit  ^e  eakrulèr  lesi  rehtions  i9C, 
4$P  t  iS¥*  i  $to( ,  tlont  oo  eopinait  la  loi^» 

Qn  pfîUft  ^orarëfioudce  ioeft^edouble  cqpatioi» 
par  la  formule  générale  exposée  dans  le  tahlf  ao 
précédent,  et  Top  peut  iiiéipe^isi  Ton  veut,  se 
procurer  une  foriuuie  i^ù.  tous  les  radicaux 

V^  r^ ,  l/  r,j_, ,  etc. ^  et  lcs*'val^urs  A',  A",  etc. 
sQie9A*4)(pi^imQ$  i«iua»:édtUt«m£at  en  fonctions 
des  rQteU«n«;  SOr-dD^  hSE,  «la. 


t 


« 


•  • 


\ 


»  • 


I 
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4.1»  —  5  ^      _„ 


-a—  I 


A«-r" 


^A^-f^'^  — ^'^— g  ^.-, 


1.11— -a 


C  W» — 2^4^t_etç^ 


s — â.n— 3 


.S«H(»— 0<r* qietc. 


.».- 


-1  )*r  (/?+  etc. 


1  .»  — 


I  a 


+  ctc. 


■ 


*•        CHAPITRE  VIL 

De  la  décomposition  dfs  épations  en  facteurs 

réels  du  deuxième  degrés 

Ce  dernier  mode  dte  sohition  est  nécessaire 
pour  dëcotnposer  en  facteurs  réels  le&  éqtid*^ 
tiens  qui  ne  CQH^tieop^ii  q^q  de^  racines  ima- 
ginaires. 

FREMIPQ^E  SEQTION. 

^28.  De  la  rftiMof^  4e4  ^vmlifns  du  guatrième 

d^rê. 

Je  décompose  Tëquation  générale  du  qua- 
trième degré, 

en  deux  facteurs 

enla  recQiTiposant^  J'Ai      ^.  .  , 

j;4^  p-j,3  ^  Qjpt  ^ 

+  j[7  *^  4-  P^?!?*  +  Qp  ar  >  ~  O. 

-h   7^  +Pyjr  +  Qy    j 
J'obtiens  de-là  quatre  équations  auxiliaires, 

ii B  a«  P/)  ^' Q  4^  y; 

5 C=»Qp4-Pyî 

4.  •.  •^.  Pic=  Qf. 
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J'ai  de  plus  les  deux  inéquations  poui*  le  pre- 
mier facteur , 

pour  le  deuxième , 
D'abord  avec  rëquatton  ^ 

et  rinéq[uation 

j'obtiens 

3ï>*-r-4AP  +  4B      * 

>■  • 

.       ^: ' 

pujs  ,avec  rinéquatio,n 

je  parviens,  en  mettant  cour  p  sa  -valeur 

4  cettfli  inéquation  du  deuxième  degré , 

4  B  —  A« 
P*  — 4AP  +  ^'^ ^<o, 

qui  donne  .  ^ 

i  P < f ( A. t " |/ JÂ^^'SB) ,   ■ 
-     •  P  >  K  Ar-  ,V<  3  A'  —  8B).  . 

Pour  avoir  la  quasi-valetir  dep,  je  mets  A-f 
à  la  place  de  P,  dan»  ces  deux  qu9Si- valeurs, 
et  j'ai ,  pour  la  première, 

p>i(A-l/TÂ="^:^¥B); 
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pour  la  deuxième  ;   . 

C^s  deux  dernières  quasi  -  valeurs  sont  les 
ntémes  que  les  deux  premières;  mais  dans  un 
ordre  renversé  ,  d'où  Ton  voit  que  les  deux 
quasi- valeurs  de  P  sont  les  deux  qua$i*^aleur$ 
de  Fëquation  P  et  p. 

32^.  J'aurai  donc  , 

P<t(A+  V'âA*  — 8B)=<n, 
et        p  >i.(A— V'SA*  — 8B)=:>^. 

Oii  peut  conclure  d'après  le  raisonnement 
qui  a  été  fait  ci  >  dessus  (5t)  que  n  est  la 
quasi-valeur  de  combinaison  de  la  somme  des 
deux  plus  grandes  racines  de  la  proposée ,  et 
que  '^  est  la  quasi-valeur  de  la  somme  des  deux 
plus  petites  racines. 
»  On  peut  voir  que  la  relation  des  deux  pre* 
miers  coèfficiens 

3A*— 8B, 

est  la  même  que  celle  qu'on  a  trouvée  dans 
les  deux  premiers  modes  de  solution. 
Quand  on  a 

3A.— 8B<o, 

les  deux  expressions  de  n  et  cr  sont  imaginaires. 
Il  semble  que,  dans  ce«cas,  il  doit  en  résulter 
la  tnême  difficulté  de  calcul  que  dans  les  deux 


modes  précévfens  ;  mais  on  vertm  (\\xé  cte 
ne  sonfFré  aiictinè  diffi^Suilé^  et  qu'on    pettlj 
|iaryeair  dans  tous  les  cas  k  décomposer  réqu^ 
tioQ  en  facteurs  réels,  lors  même  que  toutes 
les  xacines  sont  imagindires* 

i50é  Pour  obtenir  les  quâsi-valeur^  de  QI 
et^,  je  procède  également  é^  là  prcimière  équa* 
tion  auxiliaire  vers  la  quatrième^  et|  ppur  évi- 
ter toute  discussion  inutile  sur  la  direction  du 
signe  d'inéquation,  j'emplôyerai  dorénavant 
le  siglle  If ,  à  IVxceptioh  diesqoafeî- valeurs  ori- 
ginelles n  et  «-,  dont  je  détérmiuerai  la  direc- 
tion. J'ai  donc  de  x  et  2  ^ 

érde  1,  îi,  $, 

C  — (B  — n^)» 


^11 


n  — 


Cette  quasi-valeur  est  incomplète,  parce  qu'elle 
ne  renferme  pas  la  relation  du  dernier  coeffi- 
cient ,  elle  servira  à  trouver  la  quasi  -  valeur 
deQ,  par  la  quatrième  équation  auxiliaire  ^ 
et  j  ai 

(n  — «•)D 


\ 


En  comlnençant  par  prendre 


1|V. 
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^j'â?  d'abord  ' 

QI|(B-^B»)n-C; 
ou  ]  ai  de  même 

202.    a      -7-7: ■>  ,.  ■...  "'.  .^  \\i/. 

/      (B-~nw)n  —  C        " 

La  première  de  ces  deux  quasi-valeurs  appar- 
tient ou  correspond  à  P,  et  la  deuxième  à  p. 
Si  l'on  change  dans  cette  dernière  n  en  tt,  et 
»  en  n  ;  c'est-à-dire ,  si  l'on  change  le  signe  du 
radical  orîgintl ,  on  obtiendra  la  quasi-valeur 
ide  Qv  et  réciproquemetit. 

Si  :1 'on  exprime  n  et  ^  eu  valeurs  de  coéffi- 
ciens  de  la  proposée ,  on  a 

^t,      un    II    I    «  li*»«i**» 

4PV^3A'-8B 
4G  — (A*— aB)(A— v^3A»— 8B) 

i 

4DvA?r^ZIbB 

^     (A*— 2B)(A+v/3Â^  — 8B)--4C' 

On  peut  encore  donner  aux  deux  quasi-valeurs 
de  ^  et  Q  les  deux  formes  suivantes  : 

(A--3--)D 

**  ""  (A  — »)(B  — A»+ ,•)— C 

V  = ^^ 7- 

C— B*+  Air*  — ,^ 

a35.  Maintenant  -,  pour  comple'ter  les  quasi- 
•  valeurs  originelles  •"  et  ^  ,  je  remonte  en  par- 


tant  de  la  quatrième  équation  auxiliaii^e  ren 
la  première  ;  je  complète  d'abord  p  en  foDo 
tions  de  sa  quasi-valeur/ correspondante  "Vjet 
j'ai  immédiatement  des  deux  équations  4  ^t  3, 

PII  =r ...=    knr:. 

j'aurais  eu  également ,  | 

CV  — AV 

On  peut  remarquer  maintenant  que  pow 
compléter  la  quasi-valeur  de  p  ,  on  a  suivi  la 
même  que  celle  qui  a  été  suivie  dans  la  dé- 
composition simple  des  équations  pour  com- 
pléter et  concentrer  les  quasi  -  valeurs  origi- 
nelles :  on  a  d'abord  pris  la  quasi-valeur  de  Q 
dans  cette  direction  par  l'inéquation 

puis  en  partant  de  la  dernière  équation  auxi- 
liaire 

pour  le  troisième  degré ,  on  a  eu 

P>  R TT^ 

n  — -  n^r 

et  ainsi  des  autres.  Cette  marche  est  nécessaire 
pour  la  concentration  dans  la  décomposition 
double  comme  dans  la  décomposition  simple» 
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On  j)eut  représenter  la  suite  des  opérations 
4  faire  dans  le  tableau  suivant  : 

P<i(A+\/3A»— 8B)  =  <nî 


d'où  1 


d'où  a* 


w  II     ("-'•^)I>     n 


**     Vd'oùJ 
CV— AVM  ) 

d'où  3°.  ' 

*.  Il  ï  *  +  \/  i'*'  -^  «^ 

*4lU«+  v/i«'  — V 
je  prendrai  pour  exemple  l'équation 

«♦  +  >a  «*  +  49  «•  +  78  ar  +  4o  =  o , 
dont  les  facteurs  sont 

(»+ j)(af  +  3)(<c+4)(«+5)  =  o, 


>  dou  1°.  {  - 

)  [  V  =  19,869a  j 
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jai 

«•  ==  2,83775 
n  =  9,16225 

d'où  2^ 

Îa?,  Il  1,0189^ 

^a    II  1,8705, 

^3  II  4^2564, 

x^  Il  4,852. 

On  voit  que  la  quasi-valeur  de  la  première 
racine  est  la  plus  rapprochée  de  la  racine 
correspondante ,  et  que  celle  de  la  dernière  ea 
est  la  plus  éloignée  ;  ce  qui  est  conforme  à  ce 
qui  a  été  vu  dans  la  mode  précédent  de  dé- 
composition. 

a35*  En  considérant  les  expressions  des 
quasi- valeurs  v  et  V,  on  voit  qu'elles  sont  sus- 
ceptibles de  se  concentrer  comme  la  quasi- 
valeur  simple  ^  du  mode  précédent  de  décom- 
position ;  elles  contiennent  l'une  et  l'autre 
l'expression     - 

(B-n»), 

d'après  laquelle  elles  doivent  s'approcher  de 
la  valeur  vraie  à  chaque  pas  de  concentration; 
et ,  par  um?  conséquence  nécessaire ,  k  «■  doit 
se  concentrer  également,  ainsi  que  itn,  com* 
me  jetant  e}(prin:iés  en  fonctious  de  pe%  de  V^ 
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«t  ultérieurement  en  fonctions  de 

B  —  n^y, 

ou 

B  —  it  n  ». 

On  a  vu  dans  le  mode  de  décomposition 
«impie,  que,  d'après  Tinëquation  p,  >«r,  il 
«n  résultait  la  série  de  concentration 

*tf  <ih'v<C^y *9  <:ili*^ ^  etc., 

•VA  f\  A 

p.  P^  Pi  Pi 

dont  la  limite  était  la  valeur  de  p, ,  et  .qu'eu 
donnant  à  m-  une  valeur  w  plus  grande  que  la 
première  racine  ,  mais  moindre  que  la  deu- 
xième,  oh  avait  une  autre  série  opposée 

*ZT  ^  k^'  ^  k "m'^  etc.  ) 

V  V  V 

p.         Pi  p. 

qui  se  rapprochait  de  la  racine  en  sens  con- 
traire ;  on  doit  avoir  la  même  chose  pour  la 
concentration  de  la  première  combinaison  bi- 
naire de  racines  «■ ,  et  pour  l'autre  paire  n  qui 
en  dépend.  C'est-à-dire  que  c'est  la  seule  dis- 
position de  racines  par  combinaison  binaire  , 
qui  puisse  se  concentrer.  De  sorte  que  si  l'on 
donnait  à  w'  un  valeur  qui  fut  très-rapprochée 
de  la  deuxième  combinaison  de  racines ,  où  de 
la  combinaison  de  la  première  racine  avec  la 
troisième  sans  cependant  l'atteindra  >  la  ^n#  de 
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concentration  ramènerait  à  la  valeur  de  la 
première  combinaison,  et  si  l'on  donnait  à «■' 
une  valeur  qui  dépassât  cette  deuxième  ,  la 
série  de  concentration  l'eti  éloignerait  encore. 
Oh  voit  que  pour  concentrer  il  faut  se  ser- 
vir des  mêmes  formules  que  celles  ci-des- 
sus (86),  qui  donnent  les  quasi-valeurs  com- 
plètes, en  y  substituant  k^,  kn  k  la  place  de 
«-  et  de  n  ;  cela  posé  pour  concentrer  rexem- 
ple  ci-dessus ,  je  ne  prendrai  pas  la  quasi-va- 
leur totale 

*»=  2,8895; 

m 

mais  comme  elle  va  en  croissant ,  je  ne  prends 
qu'une  seule  décimale  en  complétant  celles 
que  je  néglige  ;  ainsi 

je  fais  kw  =  3,9 d'où  kp=:  1,4419? 

d'où    A:V  =  a,93i3; 

en  suivant  directement  tous  les  pas  de  cette 
concentration  la  marche  serait  lente  ,  pour 
l'accélérer  si  je  complète  la  première  décimale, 
j'aurai  le  nombre  3,  qui  est  la  valeur  juste, 
je  la  dépasse  à  dessein ,  et 

je  fais  ^  «•  =  3, 1 d'où  kp  =  j2,o53  , 

d'où    i'w  =  3,o6o3. 

Comme  dans  ce  deuxième  cas  la  quasi-valeùr 
concentrée  i;'^  est  plus  petite  que  la  valeur  | 
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supposée  **»,  je  conclus  que  j'ai  dépassé  la 
iraleur  de  p ,  par  la  supposition  de 

A  -»•  =  3,1  ; 

d*où  j'ai  les  deux  quasi-valeurs  opposées 

p  <C  3,o6o3, 
dont  la  quasi-valeur  moyenne  est 

P  II  a,9958. 
Comme  j'ignore  si  elle  est  trop  grande  ou 
trop  petite  ,  je  la  concentre  et 

de     >t  -ar  =  2,0058    I  ^^,  ^ 

.,  .   ,,  ^^       > différence  o,ooi 3, 

j  ai  A  »•  =  2,9971  J 

j'ai  donc 

P>  2,997  N 
p  <[  3,o6o3. 

Je  ne  prendrai  pas  la  valeur  moyenne  entre 
ces  deux  limites,  car  le  pas  de  concentration 
de  la  limite  supérieure,  ou  sa  différence  avec 
le  nombre  supposée 

k'w  —  Â:tr  =  o,ooi3, 

est  beaucoup  plus»  petite  que  le  pas  de  con- 
centration de  la  deuxième  limite  ,^  qui  provient 
de  la  supposition  de 

^/y  =  3,1 , 

et  dont  le  pas 

s=  0,0397. 
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Je  conclus  de-Ià  que  la  première  limite  est  beau- 
coup plus  rapprochée  de  la  valeur  de  p  ;  pour 
la  concentrer  je  complète  la  troisième  déci- 
male ,  les  deux  premières  étant  les  mêmes  que 
dans  la  quantité  supposée  ;  mais  en  la  com- 
plétant ,  sa  limite  serait  ii=  5  »  ^^  comme  je 
sais  que  c'est  la  valeur  vraie ,  je  la  dépasse  ,  et 

je  fais  A:  w  =  3,ooi d'où  kp  :=^  2,006, 

d'où    A:'»  =  3,0007; 

d'où  j'ai 

P  >  3»997'  f 
p  <  3,0007* 

Comme  la  deuxième  limite  est  à  présent  la 
plus  rapprochée  ,  je  complète  en  décroisse- 
ment  la  dernière  décimale  7,  j'aurais  encore  la 
valeur  3  ,  je  la  dépasse  et  je  fais 

l\^  =  3,9999 *^  =  ^99994  7 

k''^  =  3,99994  ; 

d'où 

V  >  2,99994, 
p  <  5,0007  ; 

je  complète  alors  la  première  de  ces  deux  li- 
mites et  je  fais  . 

k   nftsz:  5,OOOI •    kv  :=:  2,OOOo6  , 

k'  ^  =  3,00007  ^ 

d'où  c 

P>  2,99994, 
p  <  3,00007, 


DU   CALCUL   DES   I17EQUATIONS.         3^7 

dont  la  valeur  moyenne  est 

p  II  3,ooooo5  ; 

en  faisant  un  nouveau  pas  de  concentration  , 
j'aurais 

p  (I  3,oooooo5 , 

et   ainsi  de  suite. 

J'ai  concentré  les  deux  limites  comme  si  la 
valeur  à  laquelle  on  doit  aboutir  était  incom- 
mensurable. On  peut  remarquer  que  quand 
les  valeurs  que  Ton  cherche  par  la  concentra- 
ÛQïi  sont  commensu  râbles  •  les  décimales 
exactes  des  deux  limites  opposées  sont  expri«- 
mëes  par  des  g  dans  la  limite  inférieure  à  la 
valeur,  et  par  des  zéro  dans  la  limite  qui  lui 
est  supérieure. 

Mais  quand  la  valeur  à  laquelle  on  doit 
aboutir  est  incommensurable ,  les  décimales 
exactes  sont  identiques  dans  les  deux  limites 
opposées. 

236.  Les  pas  de  concentration  étant  d*au-* 
tant  plus  petits  que  la  limite  est  plus  rappro- 
chée de  sa  Valeur  vraie  ,  on  peut  considérer 
qu'ils  sojat  proportionnels  à  cette  distance , 
quoique  ce  rapport  ne  soit  pas  bien  exact ,  il 
aide  à  accélérer  la  concentration.  Je  suppose , 
par  exemple ,  que  j'aie  les  deux  limites  oppo^ 
sées 
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p  >  1,4^5:^» 

p<  1,4357, 

et  que  le  pas  (le  concentration  de  la  première 
ne  soit  que  le  quart  de  celui  de  la  deu^iènie  y 
comme  l'iptervaUe  qui  les  sépare 

=  o,ooo5 , 

j'augmenterai  dans  ma  nouvelle  supposition  la 
première  limite  de  o,ooox ,  ou  je  diminuerai 
la  deuxième  de  0,0004 ,  et  jç  ferai 

•      *w=  1,4353. 

En  opérant  ainsi  successivement ,  je  pourrai 
acquérir  une  décimale  exacte  à  chaque  opéra* 
tion  ,  et  il  n'en  faudra  jamais  plus  de  deux. 
C'est  par  ce  moyen  qu'on  peut  concentrer  les, 
quasi- valeurs  ,  lorsque  la  concentration  di-^ 
recte ,  ou  sans  supposition  est  trop  lente. 

On  voit  qu'en  concentrant  seulement  «■  on 
acquiert  la  valeur  concentrée  de  n.  Si  l'on  veut 
avoir  la  quasi-valeur  V  de  Q ,  il  faut  la  preu-^ 
dre  d'après  la  formule 

C  — ï-  (  B  —  ïivjv 

Dans  l'exemple  ci -dessus  ou  obtient  exacte* 

ment 

Q  =30, 

au  lieu  que  si  on  la  prend  en  divisant  le  der-. 
uiey  terme  D  par  la  quasi-valeur  concentrée 
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ki^  9  <>n  obtient  une  valeur  moins  exacte  ,  on 
fait  rétrograder  d'un  pas  la  concentration  ;  car 
alors  on  a  V  par  la  formule 

Q  II  C-CB-n.), 

izSy.  Par  ce  moyen  on  peut  donc  décom- 
poser une  équation  du  quatrième  degré  en 
deux  facteurs  du  deuxième  avec  des  coéfficiens 
aussi  exacts  qu'on  veut  les  avoir.  Mais  cette 
décomposition  ne  peut  se  faire  que  par  la  se* 
paration  de  combinaison  des  deux  plus  petites 
racines  d'avec  celle  des  deux  plus  grandes , 
comme  je  l'ai  dit,  et  comme  on  peut  le  voir 
par  cet  exemple ,  dans  lequel  la  seconde  com- 
binaison de  racines  est 

(  ar  +  I  )  (  a?  4-  4  )  > 
qui  donne  j9  =  5  ;  je  fais  d'abord 

'^•  =  4^9 ^=  3^84, 

*ir  =  4,4; 

où  l'on  voit  que  la  concentration  éloigne  de  la 
yaleur  p  ^  5  et  rapproche  dep  =  3.  Je  dépasse 
Tnaintenapt  la  yaleur  dep,  pour  cette  deuxième 
combinaison  ,  et  je  fais 

îr=î=5,I i/  =  4,ï644j 

On  voit  que  dans  ce  deuxième  cas  j'éloigne  en- 
core  dep==5.  Ainsi  l'on  voit  que  la  deuxième 
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combinaison  de  racines  est  inconcentrable  , 
comme  la  deuxième  racine  dans  la  décompo- 
sition simple  et  par  le  même  principe. 

Je  ne  m'occuperai  pas  de  la  troisième  com- 
binaison de  racines  ni  des  suivantes ,  parce 
que  n  ,  variant  par  rapport  à  » ,  est  tantôt 
plus  grand  et  liantot  plus  petit ,  selon  le  rap- 
port des  racines  entr'elles.  Il  en  résulte  une 
complication  pour  les  différens  cas,  dans  la- 
quelle il  est  inutile  de  s'embarrasser. 

Il  suffît  de  savoir  que  les  formules  ci  dessus 
donnent  des  quasi- valeurs  qui  appartiepnent, 
pour  j9  et  y ,  à  la  paire  des  deux  plus  petites  ra- 
cines; et  pour  P  et  Q  à  la  combinaison  des  deux 
plus  grandes  ;  et  de  savoir  que  ces  mêmes  for- 
mules servent  à  la  concentration  de  ces  quasi- 
valeurs. 

238.  J'ai  supposé  que  toutes  les  racines 
étaient  du  même  signe ,  et  ce  n'est  que  dans 
ce  cas  que  le  calcul  des  inéquations  peut  ré- 
soudre les  équations  soit  en  facteurs  simples, 
soit  en  facteurs  composés.  Mais  si  les  racines 
étaient  en  parties  négatives  et  positives  ,  il 
serait  facile  de  ramener  l'équation  à  avoir  toutes 
ses  racines  du  même  signe*.  Il  faudrait ,  pour 
cela  ,  prendre  la  quasi- valeur  originelle  de  la 
première  racine  ,  d'après  le  modij  de  décom- 
position simple ,  d'après  laquelle  on  a 
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J7,>^(A— 3V^A»— |B  =  >ir; 

puis  en  faisant 

ar  =  — (••  +  z), 

et  en  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  x 
dans  la  proposée ,  on  aura  1  équation  en  z , 
dont  toutes  les  racines  sont  positives,  et  qu'on 
pourra  alors  décomposer  en  deux  facteurs  du 
deuxième  degré  ;  alors  il  sera  facile  d'avoir  les 
valeu  rs  des  coëfficiens  des  facteurs  du  deuxième 
degré  en  x ,  comme  on  le  verra  par  les  exemples 
qui  suivront. 

Dans  l'exemple  qu'on  vient  de  résoudre, 
toutes  les  racines  étaient  réelles.  Il  s'agit  de 
voir  maintenant  comment  il  faut  procéder  dans 
la  résolution  des  équations  qui  contiennent 
des  racines  imaginaires. 

35n.  Il  faut  d'abord  distinfi^uer  deux  sortes  l>e«rad. 
d  équations ,  dont  les  racines  sont  imaginaires  ;  naues. 
la  première  sorte  appartient  à  celles  qui  don- 
nent ,  pour  n  et  «• ,  des  quasi-valeurs  toutes 
réelles  ,  ce  qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  le 
radical  originel 

\/  3A*~8B, 

est  réel  ;  la  deuxième  sorte  renferme  les  équa- 
tions dans  lesquelles  ce  radical  est  imaginaire. 
Je  vais  m'occuper  d'abord  de  la  première 
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sorte;  il  faut  alors  distinguer  deux  cas,  i^.  lors- 
que toutes  les  racines  sont  imaginaires  ;  2^.  lors- 
qu'il y  en  a  deux  de  réelles  et  deux  d'imagi- 
naires. 

D'abord  lorsque  toutes  les  racines  sont  ima- 
ginaires ,  les  formules  de  solution  déconapo* 
sent  l'équation  en  ses  deux  facteurs  réel».  En 
effet  les  racines  imaginaires  ,  comme  on  l'a 
déjà  vu,  ne  peuvent  se  trouver  que  par  paires 
de  deux  racines ,  dont  la  partie  réelle  est  égale, 
et  dont  la  partie  imaginaire  ne  diffère  que  par 
le  signe  dans  les  deux.  De  sorte  que  l'équatioa 
peut  être  considérée  composée  dç  cette  ma- 
nière : 

[(^  +  o)*+/]C(*  +  6r  +  g]=o; 

les  deux  quantités/  et  g  exprimant  la  partie 
imagini^ire  dans  les  deux  paires  de  racines. 
Cela  posé ,  puisque  les  formules  décomposent 
l'équation  en  deux  paires  de  racines ,  dont  la 
première  contient  les  deux  plus  petites,  et 
la  seconde  les  deux  plus  grandes  y  il  est  né- 
cessaire que  les  coëfficiens  ^  et  p  appartien- 
nent à  la  première  paire  de  racines  imagi- 
naires ,  et  n  et  V  à  la  seconde  ;  donc  les  for- 
mules de  décomposition  ne  dépareillent  pas 
les  racines  imaginaires  de  l'équation  ;  donc  les 
facteurs  que  Ton  obtient  doivent  être  réek  > 


I 
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donc  les  quasi-valeurs  des  coëfficiens  peuvent 
se  concentrer.  Il  faut  remarquer  que  les  fac- 
teurs ne  peuvent  être  imaginaires  qu'autant 
qu^ils  contiennent  deux  racines  dépareillées. 
Ainsi  les  facteurs  contenant  les  racines  appa- 
reillées seront  : 

et  en  les  dépareillant  de  cette  manière  : 

2* (a?  +  a— V/'^)(a;  +  ô+ V^'^^), 

chaque  produit  binaire  ne  pourrait  plus  don- 
ner un  résultat  dégagé  de  quantités'  imagi- 
naires. 

Je  prends ,  pour  exemple ,  l'équation 

x^  +  T x^  '\'  i7JC'*+  i&x  +  io  =  o, 
qui  a  pour  facteurs 

(a?*  +  ^+  i)(a?*  +  6^+  io)  =  o, 

j'ai  d'abord  pour  les  formules 

n   =5,6794. 

nt    =  z,3oo6. . . . .  f;=:i,!îo65.      Différences. 

d'où  • •  .  •  0,:356. 

*    k  tri=i  1,0666.  • . .  .^^=i,oa85. 

o,o566. 

*'*»=  1 ,00998 ....  hp=i  i  ,004. 

é . . . .  o,oo8aa» 

^%=  1,00 176. 


J'ai  fait  ces  trois  premiers  pas  de  coticen-^ 
tratiod  directement  ;  c  est-à-dire  sans  faire  au- 
cune supposition  de  valeurs ,  et  toujours  d'a- 
près la  valeur  trouvée.  On  voit  ici  d'abord  qut 
la  concentration  est  assez  rapide ,  en  second 
lieu  les  différences  des  pas  de  concentration 
font  voir  qu'elle  est  convergente. 

On  peut  voir  de  plus  que  l'on  s'approche 
de  la  valeur  par  une  suite  de  dëcroissemens, 
tandis  que  Ton  s'en  approche  par  une  suite 
d'accroissemens  quand  les  racines  sont  réelles , 
c'«st  ce  qui  distingue  les  facteurs  de  racines 
réelles  de  ceux  qui  sont  une  combinaison  de 
deux  racines  imaginaires. 

Maintenant ,  au  lieu  de  continuer  la  concen- 
tration de 

*V=  1,00998, 

je  complète  les  décimales  et  je  franchis,  à  des- 
sein ,  la  valeur  vraie  qui  est  ==  i  ,  en  faisant 

A  ^  =  0,99 *  i;  =  0,9968, 

y  ^:=:  0,99812. 

,  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  la  série  de  concentration 
a  lieu  dans  une  direction  opposée  quand  on  a 
franchi  la  valeur  ,  comme  dans  les  équations 
dont  les  racines  sont  réelles;  j'ai  donc 

p<  1^00176, 
i?>  0,99813  j 
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quasi-valeur  moyenne 

P  II  0,99994. 

En  prenant  les  quasi-valeurs  de hi^  et  iV ,  l'e'qua- 
tion  se  trouve  décomposée  en  ces  deux  fac-  , 
teurs  : 

^*  +  o»99994  X  +  0,99983  II  o , 
ar*  +  6,00006  X  +  10,00016  II  o. 

24o.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  l'équaH 
tien  contient  deux  racines  réelles  et  deux  ima- 
ginaires. Ce  cas  en  renferme  deux  autres  ,  le 
premier  est  lorsque  les  deux  racines  réelles 
forment  ou  la  première  ou  la  dernière  combi- 
naison des  racines ,  ou  lorsque  la  paire  de  ra- 
cines imaginaires  appartient  à  l'un  des  deux 
facteurs  que  donnent  les  formules  ci-dessus.  Ce 
cas  ne  souffre  pas  plus  de  difficulté  que  le  pré- 
cédent ,  parce  que  les  deux  facteurs  sont  réels. 
Je  prends,  pour  exemple,  l'équation 

x^  -¥  7*^  +  160?*  +  ibx  4-  9  =  0, 
dont  les  facteurs  sont 

(«'^.â?+  i)(«*  +  6j;  +  9), 

et  qui  contient  deux  racines  imaginaires  et 
deux  racines  égales  ;  je  concentre  d'abord  se^ 
quasi- valeurs  directement ,  et  j'ai 
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n  =  5,6794. 

*»  =  1,3206 f;=  1,179!  * 

£  4r  =  1,0453 ^ . .  .  .    k  P=  1,02^5. 

A'  4r  =  1,0081 4 *  k'p  :i=  i,oo3g7- 

jf'^r  ==:  I,OOt4 .'.    *V=  1,00068. 

A'^'»  =  i,ooo55. 

Si  je  complète  maintenant  la  première  de'ci* 
maie  qui  n^est  pas  exacte  ,  et  si  eil  dépassant 
la  valeur 

je  fais  *  «■  ==  0,999 kp  =  0,9995, 

j'ai       A'  «^  =  0,9998 1 , 

où  l'on  voit  que  la  concentration  fait  remon* 
ter  vers  la  valeur  vraie^qu'on  avait  dépassée. 
La  concentration ,  comme  dans  le  cas  pré' 
cèdent ,  converge  vers  la  valeur  en  sens  con- 
traire de  celui  qui  a  lieu  quand  les  racines 
sont  toutes  réelles.  Ce  n'est  pas  à  dire  pour 
cela  que  l'on  doive  avoir  dans  tous  les  cas  où 
les  facteur^  sont  des  paires  de  racines  ima* 
ginaii'es 

p<»,/)>n; 

mais  on  converge  toujours  en  deux  sens  oppo« 
fiés  vers  la  valeur ,  comme  dans  l'exemple  sui- 
vant : 

Soit  l'équation 

*V+  7*^  +  i5:r'+  i4*  +  i8  =  Oj. 


(*•  +  x+  t  )  (*►+«*  +  8)  =io  / 
on  a 

/^>*T  j:^o>^824. , ...  j  ft>,* «'??=;> 0,9^'-, 

Puisque  la  concetitration  diminue  la  valeur 
e  Jbw^je  cpucms  que  j  ai 

.     j5  <  jt''jr  s^  <  r,ooo5  ^  ^ 

;«^.  q»?  ^  IW:, conséquent,,  1^  cfinp^ptra^ç»,^* 

la  valeur  dans  un  sens  'OfUMsé.f 


ou  J  ai 


•,;<j    11*  '     ^  f  •  •;  »    MJf^ 


p>  0,997  V 

p<  i,ooo5»    .,       .       ^      , 


Il  •  /  »  . « 


^^4^5  ;î^»  vieçs  ffltaêBt«»Wt.  w.  Qaa  qù.  los 
deu^  rapiiHis  in)iagi|iawea#(>*t  hi  dmxrmmw 
mpyenisi|ft4«  l'f^tWtiAi^  )*tt4^jrflq*e  Wd««xjta- 
cines  y^elies  .sqnt  la  pTftinièpç;  0t  U>deKUaèiie 
de  l'jéqm(|:i9A  ;  par  ce.  qui  précède  (m  «voit  ^ue 
les  fqrjpc^tfies  oi^de^çus  âéç)jQtnposenl;  .toujours 
Véqufi^o#c,cea  deu^iapteQm,.dont  le  premier 
comi^ot^ji^  d^uxptosipettfcs  ou  les  deux^we- 


mières  raci&es  de  l'ëquation,  et  le  dentitoié, 
les  deux  plus  gi:^]^de>.Jl  s'ensuij  que  ^  dans 
ce  cas,  chaque  facteur  doit  contenir  une  ra«- 
cine  réelle  avec  l'une  des  deux  de  la  paire  de 
racines  imaginaires  ;  onné  peut  doiic  obtenir 
•létlF.'  >^aileur  ^ire»  éi(pres»ions  Tmâginaires  ; 
c'ète^'à-dire'^qu^ki  fafe-  pèu/)par£]parirénir> 
parce  que  la  concentration  Se  peof  côriclmit 
qu'aux  "^Icnirr^Miiîlléi'^è^  '^iht&tmé'  réétiéî. 

composition  de  Tëquation  ça;in&^|;f  u£6  «i^pléfc; 
la  première  racine  est  ajors  réelle,  et  on^b- 
tient  facilement  sa  valeur  V^vJ^.f^o^cj^ptn^^^ 
*^  Il  faut  obse]^r  que  tes  dëu^  racines  extrêmes 
ne  peuvent  pas  lôritier  la  pair^  dc^racines  ima- 

••gfiiàfresr,  pdîs^iië^fefur  partie  riatîontieilé  éétffa 

•  '•A/*'     \-         t'ï'"'         ■•••'îp-'."-».     >«' 
«même»,  j 

Néanmoins  on  peut  encore,  par  la^éèkle  dé- 

composition  en  âëteurs  doubles  et  indépen- 

damment  de  l'aiitre  nietHodé,  parvenir  à  dé- 

fccômposep  Im  é^udtiotis  de  cette  és|iècè  ,'èt  à 

eeoncentr&i^  Im  J*6tf)^-foctëùt*  iibtïbtes  réels. 

-  On  a  vtt^ti#  tôrsqtië  1^  debx^  prei8rîèï»ës  tâcîncs 

t)étaient)de  mémë^pècè  ôû  tbûtes  déùi  réelles 

t^u  toutes  deux  iipâginairës  ;  oki^*  aboutissait 

;  au(x  valeurs-  vraies*  des  deux ^^éëtfife'iëtis  par 

dcuiî  directions  ,àffpd&ées ,  d'bù^ î^dù^'à-'  conclu 

l'on  s'âoigiurft  ^ttr  la  Doiiisëii^iidti'de  la 
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detixième  combinaison  de  racines  en  abotitis- 
Jsani  tQujojars  à  la  première  ;  mais  lorsque  la 
première  combinaison  oki  lorsque  la  paire  clés 
deux  plu£i  petites  racine^  jest  composée,  d'une 
réelle  et  d'une  imaginaire ,  alorâ  on  fiiancli^it 
par  la  concentration  les  ivaleurs  des  coéffîoiens 
de  cette  première  paire ,  et  l'on  aboutit,  à'  la 
deuxième  ;  qui  >  est  coi^j^osée  de.  deuï  rliçint^ 
imaginaires  y  çt  dont,  tous  les  éoëf&ciens.AQfait 
par  conséquent  réelsv  ^  i.   ,,, 

MaiSy'pour  y  parvenir  îl  faut  faire  f inb6n- 
nue«:css^  4^  Une.autrç  quantité  aasetz  grpnde 
pour  que  les  plus  petites  quasi  *  valeurs  deis 
parties  réelles  surpassent  la  partie  imaginaire 
de  l'équation  ^  qui  reste  toujours  la  même 
dans  ce  changement.  Ceèi  va  s*éclaircir  par 
des  etemplesà  ^      -,    ^ J  •    . 

Soit  l'équation 
jc*+8sr'  +  a3a?»+.3tf^+  16  =  0, 
dont  les  facteurs  sont 

k«     •  «  .,-t   .   .    <.     -  »^    .    .     .     •     .     .     .     «• 

jai 

n==5,4i4Si.    • "    ' 

•;  =  2,5858........V     >==     3,7061, 

k  ••  =  3,aaiB3.V..V.-...  *  «»îîs     ^,8ï73- 
il'w;!5  4,74o3.. .......  A' V«     3,flp3i. 

r  • = 3,571 *'v  «  -  7,5593. 


^ 
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On  Toit  d'abord  dans  cet  ètreuiple  que  h 
quasi^valeur  originelle  #  a  dépassé  la  Vàlieur 
de  la  partie  réelle  des  deux  plus  petites  ra- 
cines ,  qui  est  sss  I  )  pour  là  racine  réelle ,  H  l 
^pôur  là  partie  réeHe  de  Taiitre  rabiué  =î^  ^,5; 
la  cohoentrition  fait  paiement  franchît*  la 
^aîre  des  deux  racines  iQiaginaires  ,  en^ûife 
t>n  cdltient  des  qudsit-valeuÉ^  diyergefttcfà  (fA 
«ii'ont  aucune  loi  ^>et  qai  dépehdeât  dé  là  {^^ 
tie  imaginaire  qui  est  uae  quâMilé  pûYcHiiëtat 
-  addittômiêlle  ajoutée  au^quarf ë  d'uti  binôme. 

Mais,  maintenant^  si  je  fâiaix'^îs j<  4^  4' 
^j'aurai  Tëquation. 

j^*  +  a4 r^  +  «i6j^*  4-  $S6 y  +  laSo  ==0, 

*  ( 

dont  les  factçurs  sont^  . .-         . 

(^ +5)  Gk' +  "^  +  3a)  (^>  a), 

j  ai  '  *    • 

Dcffiéréttces  ^  Âv.  >    > 
n:=ai34i42- 

•»o,o4o4. 

A  «*=:io,632a •  «Xl  ^««=39,6466; 

o,o47^-     > 

jt'  ^=10,6794 '.•... '.  ; . . .  .r p=29,848i. 

•  •••••••  0,0357. 

A"  w.=io,7i5i ....:;.;;. .  ; . .  .!^'Vfcs29;9r47, 

*a,oo8f; 

i:'"»=io,7a32. 


:   V. 


"  -On  pèat  observer  d'abord  qufê  la  qudsi^va<» 
letNT,  de  w  dépasse ,  oomme  dans  le  premiev 
cas  y  la  valeur  de  la  partie  rationnelle  de  la 
preiaièrapàire  de  racines  i  Ensuite,  isn  reiqar^ 
quant  {les  di£fëren8  pas  de  conbentration  ou 
les  différences  de  Ir  «•  ^  on  Toit  d'abord  que  la 
deuxième  différeiiçe!  ^1;  plus  gfanjde.qpfi  la 
première ,  parce  que  la  concentPfiftOQ^ya  en 
s'ëloignant  de  la  vî^letir  de  la  première  paire, 
puis  ces  différences  vont  en  décroissant ,  parce 
que  la  concentration  se  rapproche  de  la  deu- 
xième paire  de  racines,  ïl  en  résulte  une  série 
de  concentration ,  dont  la  limite  est  Ja  valeiip 
de  cette  deuxième  paire.  Il  est  aisé  d'accélérer 
sa  marche  par  les  mêmes  moyens  qu'on  a  em- 
ployés ci-dessus,  et  on  verra  que  la  concen«» 
tration  aboutit  vert  la  dfeuxiénie  paire  dé  ra- 
cines qui  est  =  ii  pat*  deux  directions  oppo- 
sées; car  si  je  fais 

A-  ^=  io,9 • .  .Ari^  =  3i,3o5ig, 

j*ai  *'  cr  =  I  o,ga35  ; 

et  si ,  en  dépassant  la  ya|eur  ^  je  fais 

*  jf  *"  '  ■    .  "  '  ' 
*5r=  11,1.. ..^.itif=33,75i43, 

faii'îrss:  lI,o5l5.  r     il 

Cette  dernière  qua^- valeur  se  rapproche  de 
li  vraie  valeur  i  f  darisf  une  direction  côiitraifé 
à  la  première»  On  peut  donc'^  t*éâoudire  ces^ 


►3o59 
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espèoest  d'equalicns  de  la  même  manière  (pM 
\eû  .àutr^s^  Il  est  facile  de  les  reconnaître ,  car 
ce  sont  les  seules  qai,  par  la  concen<ratioQ| 
ne.  présentent  pas  immédiatement  une  sério 
convergente  de  concentration  ;  aloors  oh  s  i^ 
cours  ail  moj^n  qu'on  yiemt  d'employer. 

a4s.  Je  viens  maintenant  au  cas  qù  le  n- 
dicar  originel 

'^'  '  V  3A^— 8b; 

est  ims^ginairç 

^Jors-  les.  !deux  •■  quùi-<valeurs . 

doivent  êtr^  considérées  cQinme  la  réunion  <fe 
deux  rapi|[i^  dépareU)^  ^  e\ ,  çpniuQe  daps  ce 
eas,  les  racines  ont  en  fonction  imagMi'"'^  *^ 
qui  CQjistitiLe  leur  inégalité ,  je  décompose  « 
çt  n  de  cette  maqîèrè': 


9 


î  +  U-i 

I  +  iAi-ilZ-r; 


t«    1  .    •■    »     .  ...  . 

et  je  Tefpiwe  ^es  4çux.  foct^u^s  de  ré^uaho» 
de  cçtte  |iCi»nif re  :      ,       r.'     ' 


I  t        t       '< 

II  -     .  «—     ?^ 


•    ,         5  . .   ,  '  *.p       . .  '  .4.,   ..     X  I  I  «.    -iiO'»  '?; 

»  •  •  ,     !    ^  '  ,   .    »  »     -         '       ■  '  •  L 

Par  ce  moyen  leô  quasi-valeura  d€f9,?^0ioe$  ae 
trouvent  appareillées  dans  les  deux  .facteprs.. 
Il  Soàgit  de  confirmer  et  d'ëclairoir  xeci  4>9r 
différens  exemples. 
'  Soit  d^abord  rëquatioii; 

dont  les  Satctears  sont 


•        •         •       »  ,      V 


.1       •  . «    •-• 


/  •  i 


î     l 


Dans,  ce  casrci  ^  conune  la  partie  imagiiJail^ 
domine  la^  partie  réel}^ ,'  ce  qu'on  reconnaît 
toujours  parce  qu'alors  les4emier^  coêlàciens 
de  l'équation  C  et  D  sont  très-grands  par  rajj^ 
port  au  premier  coefficient  À  9  le  fais  doue 

et  j'ai  la  naifvelle  équatioù.  ,  ..  ,\:  '.'.. 

qui  a' pour  facteurs. 

,  ' .    i  ;    • .  •      ' 

(z*  +  at «  +  wo)(xî 4-  M )(«  +  la)  =  G K 
1  av 

»/— rraï/— 73, 

alorsj'aU^daux.uou¥ieai4x«faGte]ii!«i.  j     . 
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je  concentre  alors  selon  la  méthode  ordinaire  , 
j-'ai  d'abord 

'r^':^  ao,6835. , . . .  •  ^  ...Jki^^i  15,5776. 

=  ij5,6. 

*v :« «>,^5i8.    :->*''  : 

En  concentrant  ainsi  directement  je  vois  que 
la  série  est  convergente  çt  alternative  ;  pour 
accélérer  je  prehdts'lè  terme  moyeîi  entre  A'x 
^X:kT<f^  j'ai  donc  ^ 

:»'.r.ik^,^^±h  tti,o8... .  I.  i.  '*"  p  =  ait, 2781  p 
.î:'4t'"4sr±=  2o,g8o3; 

èiï  tôïripetisant 

*'''^  =  ai,o3. ..••.,  *'^V  =126,4692, 
t^  ^  =^  21,0004.' 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin  pour  voir 

coipm^ut  là  cancetitration  se  fait  rapidement. 

Si  l'on  eût  opéré  ainsi  immédiatement  sur 


l'équation  en  a?  ^  on  aurait  passé  parnlessus  les 
V£Eleurs  ^  et  dn  atiY*âit  obtenu  des  résultats  sans 
aucune  loi  qui  auraient  averti  de  la  nécessité 
de  faire  x  c='«  +'a.   * 

Soit  ntàîtïténant  |>roposée  fùvtt  deuxième 


exmxiple  l'ëquation  • 

x^+Zx^ +  ^x*+ gx+io=:Of 
qui  a  pour  facteur» . 

x^  +  x+  ^\(x*  +  2x+  5)=o, 
et  qui  est,  comme  on  sait,  composée  de  quatre 
racines  imaginaires  ;  péanmoîns  elle  peut  se 
résoudre  immédiatement  sans  qu'il  soit  besoin 
de  la  préparer ,  en  la  résolvant  comme  ci- 
dessus  ;  on  a  d*abdrd 

et  la  transformation  des  deux  facteurs  doniie 

j'ai  donc 

^  «  1,5 p  =  0,74. 

i  «r  =  o,6466 ....•  k  i^=  1,9846. 

i'  w==  0*9953 /:V  =  a,ooï8. 

F  »,=^  i,ooo3^ *V=  i,999'88. 

=  '*9999- 
*'''••  =  0,99998. 

On  voit  avec  quelle  rapidité  s'effectue  direc- 
tementla  concentration. Les  valeursauxquellea 
on  aboutit  sont  «^  =  i ,  i^  =  a. 

Soit  enfin ,  pour  troisième  exemple ,  Téqu'a* 
tion 


jr*  +  jp'  +  ar*  +  jr  +  10  =  0 


t 


dont  les  racines  sont  toutes  imaginaires  et  in^ 


/ 


/ 
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commensurables ,  comme  elle  ne  peut  pas  se 
décomposer  en^  facteurs  susceptibles  de  cod- 
ceutration,  telle  qu'elle  est,  je  fais 

X^Z  +  lO, 

et  j  ai 

x^  +  4i  af'  +  fiSi  :v'  +  43ata?  -f-  ni20=«ii 
j'ai  d*abord 

et  pour  les  deu3^  facteurs  transforméSi 

jf*  +  :io,5  X  +  io6,584  ^ 
X*  +  ao,5  «  -t  104,326, 

j'ai  donc 

«"  =  ao,5.  .*...•..*♦  •     f/  =  ie4. 

i  «■  =  19,5, hi/  =  96,04. 

A'*"  =  19,4. 

Je  vois  que  la  série  de  concentration  va  eû^ 
clécroissant ,  et  je  remarque  qu'elle  a  ud€  mai^ 
ohe  assez  lente,  ce  qui  est  une  conséquence 
du  rapport  de  n  à  «• ,  qui  diffère  peu  de  l'unité, 
et  c'est  ce  qui  doit  arriver  toutes  les  fois  qu  où 
transforme  l'équation  en  ajoutant  à  x  nue  va* 
leur  assez  considérable  pour  que  les  valeurs 
de  «•  et  n  diffèrent  peu  entr'elleSé  Pour  accé- 
lérer la  concentration ,  je  ne  la  fais  plus  maf* 
cher  directement ,  mais  par  une  suite  de  substi' 
tutions  successives  ; 
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ic  ùiiak'^=iQ.....\ î'aii'i^9i,397a. 

,.,.—0,0465. 

a*où  *'»=i8,9535:    •  ; 

J©fiii3  *"4f=i8 ;: . . .  • .  •  ^    ri.i=?i:^98So5. 

.-HrPiP^ey.  ,^ 

d'où    F'«=l  8,0067.  Toc 

J'ai  donc 

p  <  18,9535, 

jT>:ifl,oh67. 

Comme  la  dernière  différence  est  à  peu  près 

dix  fois  plus 'petite  que  la  première, 

je  faîsrV=:i8,i...... ;.........  fair'«^=83,78a3. 

+0,001, 

Je  fais  *'^w=i 8,2.  ;...'.*.,.......,       *»^ v=84,58a. 

—0,0037, 

a'où  Fw=i8,i962. 

J'ai  donc 

p>  i8,xoï, 

/!<  18,1962. 

Comme  la  première  différence  est  .trois  fois 
plus  petite  que  la  deuxième , 

je  fais  kr  «r=i8,ia., .  « , ^^^=83,94296. 

.-f-o,oûoa5a. 

d'où    ihr<«=i8,i3oâ5s. 

}e  faiai^'ir=i8,i3 , ^.,       ^iicd84,oa34* 

— -p,ooo3, 

d'oà    *T*«w=:  18,1397. 

J*ai  donc 

p>  i8,iim252,^ 


t 


i 
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Comme  les  ^iffërenôéâ  sont  à  peu  près  égales ^ 

DifOrences.' 

Je fiusit^i «.=,8,135 .': .  yàii^ir;=S3,Q9i iÇ8. 

.  .j..  .— K),OOOOl3» 

doi^     it«4r=:i«;t  24987. 

'«^^^"•=i4ia4 .:.•/.. .       *'«ite=83,975ia6. 

,,  .  +o,oooo63. 

a<>n    l"  •=18,124037. 

J'ai  donc  " 

/><  18^134987, 

Comme  la  premièxe  différence  e^t  plu3  petitet 

je  fais  jf  V=i8, 124a . , F*v=83,98*5335* 

-,  .  — 0,00000006. 

àoà      *«w=:l8,12479994. 

Je  fais  ifr»»=  18^^247  5 **  1^=183,9811 56. 

..  .•.+0,0000007. 
à'oh    i"tr=i8,i2475o3. 

J'ai  donc 

p  <  18,^479994, 

p  >  j 8, X 247595. 

Je  fais  *«w=:i8,i2478......... ......       *»'iœ*3^98i4. 

• —0,00006097. 

d'où  l-,.=i8,i24779o3..    ..;    . 

J'ai  donc      -, 

p<  18,12477903^ 

p  >  18, 1247503. 

C(imme  les  deux  différences  sQnt  sensiblement 

égales  y  je  prends  la  valeur  moyenne,  en  m'arrê- 

tant  à  ce  degré  d'approximation,  et  j'ai  enfin 

p  =  18,124765 •  .yirc   83,981278. 

P  =  22,875235.... Qa:i3a,4io464. 


r 


» 
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£n  ^clp^en|l^t  enfin  H  T^ur  de  .ar ,  l'féqoatt^m 
proppsee  âe  trouve  déoomposëe  en  ces  deux 
facteurs  : 


jî'j  .> 


.    ,:  x^  —  I,t875a35  x  +  2,7336a6  ,=,0^ , 
ar»  +  a,875a35«  4-  3,658ii4  =  o. 

945*  On  peut  également  résoudre  une  équ»> 

Vlon  âans  laquelle  le  radical  originel  serait^uK 

Soil^  l'équation 

«♦  +  4  w' +  6  «•  +  3  *  +  3  s=  o 


-_.  V 


fai       ■'•••  '  ^ 


d'où  je  fais 


r\        • 


d'où 

*•  +,  a  a^  +  t  II  o , 

j'ai  donc      ^  ' 


»  ;  •    I 


* 

i  nr  =  — r 0,5.. ...•., •  •  •  ^  ^  =  o,4444« 

it'Hr=       o,iq4.*  ••••••«••••  ^'  i^  =  o.8Îl[qi.« 

it"»  =  —,0,0981 , . . . .  it'  V  ==  ô,5éi8. 

A"»^  =  '  ^o,  1 167.  ■ . . .  '.V. ,  ; . .  k'^p  ==  o,6i68. 
ifc"»  =      0,1186... .  ...••<•  •  •  *^*'  =  o/6b'2i. 

* 

La  série  de  conî^entfSliôlâ  est.  alternative  ; 
pour  la  rendre  plus  i^d?*  je  fais  ici  la  com- 
pensation par  les  quasi-valpurs  de  g ,  pour 
faire  voir  qu'on  peut  compenser  indifférem- 


ment  parles  quasi<-Tttlètikdëjpr  du  de  ^,  j'ai  don& 

-    '  •  '-■  '        ■   '> •"  *„«/=:o,ét44, 

OU 

4**»=^^ 0,1271 ... ... .'.  1 .'.;. . .  *if  v  =  ô,6i3; 

.,    ,        ^  r--  ■_.;.•...  ,"  "i.;^  -  ^r  .j.  •^7, 
j'ai  pour  quasi- valeur  moyenne 

ifc"4r=:  0,1 1754 .i&"î/'=^  0,61 333- 


-  «  •  T 


En  âëcomposant  encore ,  et  prenant  derlà 
la  valeur  de  /r^  ,  j'^i  las^  deux  équatiùns  ayee 
4  décimales  exactes  : 

jc*  +  0,1273*;!?+ o\6i35  =0, 
*•  +  3,8737  »^-F4^,88997=:o. 
Maintenant  si  j'^y^iç.  l'équation 
x^  +  ^x^  +  6  »•  +  3^  +  I  =  o , 
qui  ne  diffère  de  ia  quatrième  puis^apoe  du 
binôme  x  +  1  que  par  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  auquel  11  mâhqtiei^ne  uni  te;  ou 
fae  pôiirràii  par  la  méfbodé  précédente  que 
décomposer  l'équation  eiidéùx  qudrrés  parfaits 

(^*  +  2  47+  l)(x^+2X+  l)  =  0^ 

et  re;Kpre$sion 


doniiérait  une  Taleur  lùfibie ,  elle  est  égale  à  5 
quatid  là  <^atri!ème  puissance  est  exacte. 


> .  \ 
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.  r  11  ne  faut  paê  ediiclure  de?-là  qu'il  y  a  des 
équations  composées  f  que  le  calcul  des  inë-^ 
•quations  ne  puisif^j)as  déconnposer  en  facteurs 
du  deuxième  degré. 

â44.  En  effet  en  reprenant  ci-4^8\]ç  (5^3) , 
on  a  y  i^.  delà  troisième  inéquation  auxiliaire 

j'o{>tieiâ  de4à  4'inéquatran ' 

paj-ÀP*  +  4b  '  ' 


et  avec  TinéquatiOft-—  '  ) 

j'obtieA^  rinQqua.tioa  du  deuxième  ^egré 

p'-AP  +  V«>; 

de-là  on  obtienjt.eAcpj^^.les  .deux(i|da0i-Taieur8 

?,<.i( A  +  .1/. .  A*, 7-....-,^.^^  .=-<♦, 


«  \ 


A 


,5(3  •  .  

J?  >  î  (  A  —  ,Ki . .  A';--.  -TT^'f  .•  ••:•  ;  ?■  •■  ==*  >  *• 

Ces  deux  quasi-valeurs  sont  les  irrêmes  que  les 
deux  précédentes.n^trî-la  seule  différence 
est  que  le  radical  originel  exjJrîm^làr  relation 
de3  deux  coêfficiens  A  et  C  ;  elle^#t|  telle  qu'il 


3Sa  ^fi^Aità  àtiuiinTAîtk'S 

.est  :;?:o  quand  toutes. les  racimes  soikt-^ileAf 
comme  pour  Tau tre  radicale 

En  appliquant  ces  nouvelles  .quasi-yaleurs 
*u  problème  pripos^ ,  oii  a 

•                             1                 ,     (    '    ••'        I   1    •         •     •    ■             "I  '     ,        1    !  <  .         »     4    «  •   ►  *  •   */         •  *  « 

A  ».      »  •   '     t^ * 

n=3 ..i,<i..y.;?;o,666^-. 

On  a  pris  ici  ies.qucisi-valeUrs  de  V  et  ^  par 
les  formules 

_     (♦  —  ».)D 

comme  ti -^dessus.  £a*se  sèrv|int  des  mêmes 
formules  pour  la  concentration ,  on  a 

»=  I. .:..... V....     </  =  o,3333. 

i'  *■  =  o,56o8. ....  .:.";7. .".  .>^^k''  V  =  o,a592. 

k'  »  =  o,546 ::.;'. . .  jt^ ,,  ==  0^3594. 

rv  =  0,54579.  --. 

.  I 

Je  Vois  que  *la  série  ésl  dëcroissante  ,  pour  Tu 
franchir  je  prens 

*'" •■==0, 5,457 •  ••••••  •»•«•*  i'"#=o,î2Sg36. 

Comme  la  iBérie  retourne  en  croissant  y  je  cod- 
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t^ïtis  que  0,5457  a  dépassé  la  valeur ,  et  que 
Von  SL  par  conséquent 

p<  0,54579, 

p  >  0,545711  ; 

«n  prenant  les  quasi-valeurs  moyennes,  les 
deux  facteurs  de  l'équation  deviennent 
jr'  +  0,54576  +  0,25599^, 
jc*  +  3,45426  +  3,9o6s5k 

On  voit  que  les  quatre  racines  sont  imagi^ 
naires^ 

a4â.  Enfin  il  reste  à  déteriniber  le  ôaà  où 
l'oa  a  à  la  fois 

V/  3A*^8B=ô 


et 


1/ 


--.    ^    _o 


alors  les  relations  des  trois  preniiers  coëffi^ 
tiens  qui  sont  affectés  de  »  appartienneht  à 
la  quatrième  puissance  du  binÀmé 

il  n'y  a  plus  que  le  dernier  terme  composé  de 
quantités  connues  qui  n'appartientient  pas  # 
une  puissance  exacte.  Ôri  résout  ces  sortes 
d'équations  comme  celles  du  deuxième  degré  ^ 
«u  complétant  la  quatrième  puissance  :  elles 
ûe  peuvent  avoir  que  cette  forme  : 

«♦  +  Ao?' +  I  A*  jr*  +  ^  A'a?  +  Dx=  o; 

ai 
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en  complétant  cette  quatrième  pniMK»oc«  , 
on  a 

.  «t     • 


->=*vX^i'-i>. 


Ainsi  léquation 

«♦+4»' +  6*' +  4* +3  =  0, 

donne  ^  «. 

a?  +  I  =  V  —  a. 

Les  équations  du  troisième  degré  dans  les- 
quelles le  radical  originel  "• 

se  résolvent  de  la  même  manière.  Ainsi  l'équa- 

* 

donne  ,  .^. 

je  +  t  3=  V  —  2- 

^  En  ôén^ral ,  une  équation  d'un  degré  quel- 
conque, dans  laquelle  tous  les  tenues  cob- 
viennent  à  la  puissance  exacte  dun  bin6me 
excepté  le  dernier ,  se  résout  comme  celle  <ki 
Luxième  degré.  Et  on  reconnaît  cette  qualité 
dans  une  équation  par  la  relation  success»,* 
d«  ^bus  ses  coëfeciens  avec  le  premier. 


Dû  peut  voir  que  là  résolution  des  équa- 
tions du  quatrième  de|ii^^  pat  leur  décompo- 
sition en  facteurs  doubles.,. est  plus  simple  que 
par  là  décomposition  en  facteurs  simples ,  sur- 
tout lorsque  l'équation  contient  dqs  raoipes 
imaginaires. 


>. 


DEUXIÈME  SECTION. 


,  ; 


â46.  De  là  résolution  des  équations  du  cin-^ 

quième  degré* 

Soit  Téquation  générale 

x^  +  kit^  +  Èx'  +  Ca^*  +  Da^  +  É  =  o; 

-  <  ^ 
Je  la  décoiiipose  en 

« 

•4-  f  «'4-Pg«"  +  Q$'*  +  Rg'j 
D'où  j'ai  les  équations  auxiliaires 

B  *=>  PjP  +  Q  +  jf ......  i, .. .  a. 

CséR+Py  +  Qp. ........  3. 

D==:Rp  +  Qy ...4. 

E=«Ry â.        * 


I 
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et  les  deux  inéquations 

Q<jP*(aa8).... ...   i. 

!7>iP* ^• 

Des  équations  i  et  a  ,  et  de  l'inéquation  i , 

j'obtiens  ^ 

52P»-.3AP  +  3B 
q> 3 » 

et  de  rîûëquation  â , 
d'où 

d'où  enfin 
P<i(3A  +  a\/"3(2A*  — 5B))==<n. 

t>>^('3A— 2\/  3(2A*  — 5B))  =  >*. 

D'après  les  raîsonnemens  qu'on  a  faits  ci- 
dessus  ,  là  première  dé  ces  deux  quasi-valeurs 
appartient  à  la  somme  des  trois  plus  grandes 
racines ,  et  la  deuxième  à  la  somme  des  troift 
plus  petites..  Pour  avoir  p  ,  j'ai 

:  A — p<n  et  A— /)>♦; 

247-  D'où 

p,>f(A-\/3(2A>-5B)),,.=>^. 

p.^<f(A  +  v^3(2A•-..5B))....=<^ 

La  première  de  ces  deux  quasi  -  valeurs  pro- 
venant de  n,  appartient  par  conséquent  à  U 
somme  des  deux  plus  petites  racines ,  et  la  deu- 
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xiéme  à  la  somme  des  deux  plus  grandes,  elle 
est  par  conséquent  la  dixième  combinaison  des. 
cinq  racines  prises  deux  à  deux  ;  voilà  pour- 
quoi je  les  exprime  par 

p,>7r  et  p.o<^ 

Pour  trouver  la  quasi- valeur  de  y,  j'ai  des 
équations  auxiliaires, 

1  ,  52..  ..•Q  =  B — Ap+p* — q. 

3, R  =  C  —  kq-^i^pq — Bp  +  Ap* — p^. 

4 ^^li—^q  +  kpq^p^q^q^ 

P 
De  ces  deux  valeurs  de  R,  j'ai 

y*=(B— aAp+3p*)y— (D— Cp+Bp*— Ap'+p^) , 
puis  avec  l'équation  auxiliaire  5 , 

R  =  -  ; 

et  la  première  des  deux  valeurs  de  R  ci-dessus , 
jai 

(A  — aj5)sf*  =  (C^Bp+Ap'--j9%--Ei 

avec  ces  deux  valeurs-  de  g' ,  j'obtiens 

(A— ap)(D— Cp  +  Bp'— Ap»  +pO-~E 
?~(A— ap)(B— 3Ap+3p»)— (C— Bp-f.Ap*--p'f 

On  conclut  de -là  immédiatement  les  deux 
quasi-valeurs  extrêmes  de  ^. 


• 
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^(A-3y)(D.^CyfBir*^Air^-fir^)— E_^ 

(A~a»)(D— C^+Bi»^^Af»  +  »^)— F_^ 

^'•'^(A~a4>)(B-2Aç^+3<p*MC-B«>-hAf3_^— <^ 

Pour  avoir  la  valeur  de  A-»  et  ip ,  ou  la  quasû 
valeur  complète  de  p,  ^  j!>,o,  je  prends  un© 
direction,  opposée  en  commençant  par  la  def- 
nière  équation  auxiliaire  de  5  et  4  9  }'ai 

~ ^*""' — * 

dou 

(3)  E;,*  =  (D-^5r*)|,5r+Ey„C^»  +  A/, 
de  :a  et  4 , 

avec  ces  deux  équations  on  a 

_  Eg(D— Bf  )  +  ç^(C-^Ag) 
■P-E(E-.A^)H-y»(D^y«)' 
d'bù  l'on  conclut 

549. 

•    ^Ew(D-^B«tf)+V(C-^A»') 

^•"^Ê  (  È  _  A*p)  +  ^'(iû;-r;i;^)=  <  *♦• 

.  a5o.  Il  faut  remarquer  que  dana  la  réso*- 
lution  dçs  équations  du  quatrième  degfre ,  h 
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]j^oière  combinaison  des^  racines  j> ,,  où  la 
|uaâi-iraleur  de/)g  se  confond  avec  ^,  et  celle 
le  çe  avec  la  quasi  -  valeur  de  Q ,  voilà  pour- 
]uoi  il  n'en  a  pas  été  question.  Au  lieu  que 
3aos  te  cinquième  degré,  n  appartient  à  la 
somroe  des  trois  plus  grandes  racines^  e t  o  à 
la  somoie  des  trois  plus  petites,  et  ne  font  pas  . 
partie  des  combinaisons  des  racines  deux  à 
deux  ;  il  en  est  de  même  des  quasi  -  valeurs 
de  Q.  La  m^e  observation  a  lieu  pour  les 
degrés  plu^  élevés. 

.  Pour  appliquer  ceci  à  un  eicemple  ,  soit 
l'équation 

«*+  i5x^  +  S5x^  +  ii!i5x*  +  2']4^x+  120=0, 

qui  a  pour  facteurs 

(x+  i)Ca?  +  a)(vc-h3)(^  +  4)(a;  +  5)==o, 
jai 
«•=a,53.,. p  =  1,8, 

Les.  mêmes  formules  servent  à  la  concen- 
tration ;  les  valeurs  de  Al-w  iront  en  croissant 
jusqu'à  la  valeur  de  p,  ;  si  je  fais 

k^=zi,t ....;..•..  p  =  3,o79> 

k'w  ZZZ2  3,o85. 

Ainsi ,  si  Ton  dépasse  la  valeur  de  p^ ,  on. 
aboutit  ,  par  une  série  opposée  de  coocen- 
tratign ,  à  la  vraie  valeur  qui  est  z:z  X 
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Je  ne  m'occupe  pas  de  la  concentration  de  f  ^ 
ou  de  la  somme  des  deux  plus  grandes  racines. 
Les  formules  de  concentration  renferment  im* 
plicitement  des  fonctions  de  B-<— «^  ,  comme 
on  peut  8*en  assurer ,  et ,  par  cette  raison  , 
elles  renferment  toutes  les  variations  qui  soat 
produites  par  la  relation  de  «  à  p  ,  comme  dans 
la  concentration  des  (juasi-valeurs  des  racines 
simples. 

Ce  qu'on  a  dit  ci-dessus ,  pour  la  résolution 
des  équations  du  quatrième  degré  en  facteurs 
doubles ,  s'applique  également  aux  équations 
du  cinquième  degré  et  des  degrés  supérieurs*. 

TROISIÈME  SECTION, 

jPe  la  résolution  des  équations  du  sixième 

degré. 

aai.  So(T  l'équation  générale 

flî*  +  Ax^  +  Bjt*  +  Car' +  D**  +  Ear  +  F=oî 
je  la  décompose  en  ces  <Jeux  facteurs.: 
(«•  -i-pjc  +  ç)  (»*  +  fx'  +  Q**  +  R«  +  S) = o  ; 
en  la  recomposant ,  j'ai 

+J>9^-\rfp»*+Qpx''  +  ^px*+pSx         Va=o. 


I 
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T>*où.  j'ai  les  équations  auxiliaires , 

A  =  P+/j I. 

B  =  Q  +  y  +  Pp a. 

C  =  R  +  Qp  +  yP 3. 

DrsrS  +  Rp  +  Qy 4. 

E=pS4-g'R 5. 

F=*Sy. 6. 

et  les  deux  inéquations 

9>iP' '• 

Q>fP* a. 

Des  équations  auxiliaires  x  ,  a  et  de  l'inéqua- 
tion atf  j'ai 

y>ï(5P'  — 8AP  +  8B), 
et  de  l'inéquatioiii  i , 

y<i(  A»  — 2AP+P*); 
d'où  j'obtiens  les  quasi-valeurs  originelles, 

P<f(2A  + v'^3(5A*— iaB))  =  <n, 
P>  j(3A~y^a(5A*— i2B})  =  >«. 
362.  D'où 

p.  >j(A-~V^iï(5A*— iaB))  =  >«r, 
p,,<j(A+  V^a(6A*— i3B))  =  <(p. 

Pour  obtenir  la  quasi-valeur  de  q ,  j'ai  d'a- 
bord avec  les  équations  auxiliaires , 


$64  ttiXiTi  ihiwTiikizt. 

a. . . .  Q=^B—Vp—q, 

a  et  3..  R=C--Py— p(B— Pp—y). 

a.3.4..S=D-p[C-Pp-p(B-P/>-y)]-g'(B-Pp-î 

'i'ï    s-F       [C-Pp-p(B-Pp-y)] 

F 

6. . .  Ss=s — .  \ 

Les  deux  premières  valeurs  de  S  me  donnent 
réquation,  en  substituant  la  valeur  de 

+  (E— D/> 

La  première  et  la  troisième  valeur  de  S  don** 
nent  l'autre  équation , 


-.-<C-3Bp+  3Ap*-4p')S'î     ^      ,^^ 
)p+Cp*— Bp'+Ap*— p»)j       *     '^  ' 


^3_(3p«~.2Ap  +B)y*  1 
+  (p^—Ap' + Bp»— Cp  +  Djgr—F  j 


0.     (B) 


OU  plus  simplement 

*y*  —  fiç  -h  y:^o,     (A) 

y'  — *y  +  i8'?— F=,o.     (B) 

On  tire  de  ces  deux  équations  celle-ci  : 

En  la  combinant  avec  la  première  (A) ,  on  a 
l'équation  définitive ,  que  je  transforme  iiximé- 
diatement  dans  l'inéquation  y 
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en  mettant  à  la  place  dep  la  quasi -valeur  «r  i 
et  l'on  a  ,  pour  arriver  à  cette  quasi  -  valeur 
«de  p  j  les  équations  préliminaires , 

-tt  ==  A  — !•  3  "JT. 

iB  ==C— J2B9r+  3At'  — 4t\ 

^  =F  — Dt-I-  C^*^Bt3  + At*  — »\ 

a'  =  B  ~  a  A  cr  +  3  îf% 

i8'=:D^CT  +  Bcr*— •A^^  +  'tV 

Je  vais  maintenant  compléter  w  en  fonctions 

de  la  quasi-valeur  p  ;  pour  cela  j'employe  les 

équations  auxiliaires  ,  dans  un  sens  opposé  à 

celui  que  j'ai  pris  pour  avoir  la  quasi-valeur  ^, 

insi  j  ai 

rec  6 S  =  -. 

9 


6.5...R±=liLri^. 


s  -.  ...I. 


a Q  =  B— Ajp  +/)*  —  y 3. 

De  la  première  et  de  la  deuxième  valeur  de  Q , 
ou  a 

De  la  deuxième  et  de  la  troisième  valeur  de  Q  ^ 


n 
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on  a 

De  ces  deux  dernières  équations,  on  a 

(AF  — £5-)^*= 

Ensaite  de  la  première  et  de  la  troisième  valeur 
de  Q  ,  on  a 

(F-y  V=  (Ey— Ay3)p+Fgr— %*  +  B5r'— jT^ 

En  combinant  ces  deux  dernières  équations 
et  mettant  t  à  la  place  de  p ,  on  a  enfin  k 
quasi-Yaleur  complète  dep, , 

a54. 

yî(AF— Ey)(F— Dt>-*-Bp'->yO— (F--f>')'(E»— C»»-f-Air^) 
'''-^(F--i^')(«'6  — Dp*^BFt^  — F')  — «''(AF  — E»')(E  —  Ai»') 

On  peut  ^  pour  la  facilité  du  calcul ,  la  pré- 
senter sous  cette  forme  : 

y^(AF— Ep)(F-Dp-*.<^'(B--t>)j— (F-~i>3)'y[E—p(C— Af>)J 
^•-^(F— v»)[»^*(f/»— D)-»-F(Bp*— F)I--»'»(AF--E»')(E— Av'). 

Il  s'agit  de  vérifier  ces  formules  par  des 
exemples,  je  me  bornerai  à  la  résolution  de 
Téquation 

ar^+2i*^+i75x4+r|35a?3_^j624**+i764*+72CK=o, 
dont  les  facteurs  sont 
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j'ai  d'abord 

ir=     3,1707, 

n  =  18,8393 , 
p  =  11,8293^ 

*=   9*^707; 
puisde«-=    a, a.... j'ai  i/ =  1,7136, 

=  1,8. 
d'où    A:w=    a, 7833. 

Ces  mêmes  formules  servent  pour  la  concen- 
tration, et  on  voit,  par  la  valeur  de  A:-»,  qu'elles 
doivent  converger  vers  la  vraie  valeur  de  la 
première  combinaison  =  3. 

Et  si  l'on  donnait  à  Av  une  valeur  qui  depas* 
sât  la  vraie ,  alors  la  série  ramènerait  vers  elltt 
par  une  direction  contraire  ;  car  si  je  fais 

A:  -zr  =  3,1 j'ai  kv  =  a,o68i , 

d'où  A'w  =  3,0717. 

On  voit  que  la  "série  ramène ,  en  sens  con* 
traire  ,  à  la  valeur  de  la  première  combinai- 
son =  3, 

On  décomposera  ainsi  toute  équation  du 
sixième  degré  en  facteurs  doubles  réels ,  soit 
que  les  racines  soient  réelles  ou  imaginaires. 
Bans  le  cas  où  la  première  paire  de  racines 
serait  composée  d'une  racine  réelle  et  d'une 
imaginaire  ,  la  série  de  concentration  abouti- 
rait à  la  deuxième  combinaison  ,  qui  serait 
composée  de  deux  racines  imaginaires ,  et  dont 
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les  coëflBciens  seraient  réels.  Mais  cotntlicf  il 
faudrait  franchir  un  certâilii  nombre  de  ter« 
mes  dans  la  série  de  concentration  ^  et  qu'il 
en  résulterait  un  calcul  fastidieûic  et  assez 
long ,  on  peut  éviter  cet  inconvénient  en  dé- 
composant Téquation  en  deux  facteur^  du  troi- 
sième degré  ;  la  première  combinaison  con- 
tiendra une  racine  réelle  et  la  paire  de  racines 
imaginaires  ,  ses  coëfficiens  seront  donc  réels* 

QUATRIEME  SECTION. 

s55«  'De  la  décomposition  des  équations  en 
facteurs  du  troisième  degré. 

^  Jb  décompose  l'équatioa  générale 

x^  +  Ax^  +  etc* 
en  ces  deux  facteurs  : 

en  la  recomposant,  j'ai 

x'+Vx^+   Qx^+  Rx'  J 

+   çx^+Vçx^-hQqx^-^Hgx       î 
+    rx^+  Prx*+Qra?+Br) 

d'où  l'on  a  les  équations  auxiliaires  ^ 

A  =  P+J!>..*...  ............    1- 

B.  2=2  Q  -^  Pn  -^  Ç4  V  .*,#••»  ^*  *  *  •   ^* 
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C=.R  + Qp  +  Py  +  r 3. 

r)  =  Rp  +  Qy  +  Pr. 4. 

E=Rjr  +  Qr 5. 

F  =Rr 6. 

Puis  les  deux  inéquations 

Q<jP* I. 

Ç  <ÎP*'" ••• »• 

Avec  la  deuxième  équation  et  la  première  iné' 
quation,  j'ai  d'abord 

^>i(3P— 3AP+3B); 

et  avec  la  deuxième  inéquation 

V<i(A*  — sAP+P»), 
on  a 

A*--2AP  +  P'>3P--3AP  +  3B; 
d'où  l'on  tire 

.  P < |( ^  +  V^ 5 A-  —  152  B )  =  <  n. 
P>HA— /"SA^—iaB)  =  >  ^. 

•  La  première  de  ces  deux  quasi-ivaleurs  appar- 
tient à  la  somme  des  trois  plus  grandes  racines  ^ 
et  la  deuxième  à  la  somme  des  trois  plus  petites. 
En  appliquant  ces  formules  à  l'exemple  ci- 
dessus  9  on  a 

••=    5,3766; 
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les  vraies  valeurs  sont  :  ^ 

P=±  i5  et  p  =  6. 

Pour  avoir  les  quasi-valeurs  de  y  et  de  i* , 
on  suivra  une  marclie  semblable  à  celle  qu'on 
a  tenue ,  par  les  différentes  équations  qu'on 
obtiendra ,  on  fera  disparaître  les  différentes 
puissances  de  ^ ,  et  l'on  aura  sa  quasi-valeur 
en  fonction^  de  nr  ;  puis  celle  de  r.  Il  sera  aisé 
ensuite  de  compléter  «•  en  fonctions  de  ôes 
deux  dernières  quasi-valeurs. 

Il  en  serait  de  même  des  équations  des  de- 
grés plus  élevés  ,   s'il  ne  se  trouve  pas  de 
jointures  pour  décomposer  une  équation  du 
septième '9  du  huitième  dt^re ,  etc. ,  en  fac- 
teurs du  deuxième  ;  c'est  -  à  -  dire  si  la  sépa* 
ration  que  Ton  veut  faire  tombe   entre  les 
deux  racines  imaginaires  ;  alors  on  la  décom- 
pose en  facteurs  du  troisième  degré ,  et  alors 
la  séparation  qu'on  veut  faire  rencontre  néces-* 
sairement  une  jointure  ;  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  pour  les  facteurs  des  coéfficiens  qui 
sont  tous  réels. 

En  résumant  tout  ce  qui  précède  ,  on  voit 
qu'il  n'y  a  aucune  équation ,  quelle  que  soit 
sa  nature ,  et  quel  que  soit  son  degré ,  qui  ne 
puisse  être  résolue  de  plusieurs  manières  par 
le  calcul  des  inéquations. 
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â56^  Indépendamment  des  méthodes  de 
tioncentratiôn  qui  ont  été  développées  ,  on 
peut ,  dans  toutes  les  méthodes  de  solution 
qui  ont  été  exposées,  s* arrêter  aux  quasi-va- 
leurs complètes  que  donnent  lels  formules  } 
puis  avec  la  quasi-valeur  de  la  première  racine 
qu'on  aura  obtenue  (  en  l'appelant  a  )  ,  faire 

et  transformer  l'équation  proposée  «en  j^^  là 
résoudre  par  les  i»êcn€s  formules ,  on  obtien- 
tira  la  quasi-valeur  a  dé  la  valeur  de  jk*  ;  et  en 
faisant 

y  —  a^  +  ^, 

on  obtiendra  la  quasi- valeur  de  je  ^  et  ainsi  dd 
suite.  ' 

Mais  ^  en  général ,  il  f abl  observer  qpie  pour 
tout. mode  de  splution. quelconque  ,>  quand  on 
ne  se  borne  pas  aux  quasi«^valeurs  originelles , 
et  pour  concentrer  d'après  les  JEnéthédes^prë^ 
tédentés  ^  il  faut  que  l'équation*  soit  transfor- 
ïnée  de^  manière  à  avoir  tôiites  les  riabines  dix 
même  signe,  ce'  qii'ôn  peut  toajôûrs  fa-tre,^ 
comme  ôh  Ta  VU*  /   -         J- 


a4 


3^0  THkiri  itivEVti.irkM 

CHAPITRE  VIIÏ* 

Principe  de  V inégalité  des  racines* 

sSy.  APRÈS  avoir  exposé  les  âittéteûteitné' 
thodes  de  décomposer  les  équations ,  il  est  à 
propos  de  termiliâr  cette  première  partie  par 
ranàlysë  du  principe  ^ui  côlistitiiel'iiieialiié 
'  des  différentes  radtie»qui«tttTelit  danslaoonH 
position  d'unie  équation. 

On  démontre  que  toute  équation  comfosk 
de  la  forme 

'«8t  dëçomposabte  eu  mutant  di^  facteurs 

qu  il  3^  a  de  v^eur^  ou  de  racines  à^b^Cjd^  etc. 
-qui  peuvent  satisfaire  également  à  1  équation.  ! 
3'onte  U^  théorie  qu'on  vîem  de  ievelopper  j 
.repose  sur  ce:  fait  analytique^ 

Maintenaut  que  signifient,  ces  différente» 
valeurs  ,  doit-on  dire  qu'elles  appartiennent 
toutes  également  à  l'inconnue  x  ?  H  ^^^'^^ 
quelquefois  qu'elles  satisfont  également  à  w 
question  que  l'on  veut  résoudre  ;  mais  il  arrive 
aussi  souvent  qu'une  seule  convient  au  pr^ 


faÙ   ^ktCVt    DES   tNÉQtJÂtioNlS.        i'fl 

bUitie  qu'on  a  traduit  eu  algèbre  ,  et  que  les 
autres  lui  sont  incompatibles. 

Oh  deniande ,  pal*  exemple ,  quel  est  le  nom- 
bre qui ,  retranché  treize  fois  de  soti  cubé  i 
donne  douze  pour  reste.  La  question  traduite 
len  algèbre ,  est 

Je  trouve  les  trois  valeurs 

qui  satisfont  ëgaiement  à  la  question  ;  elles 
isont  donc  dans  ce  cas  toutes  leis  trois  vraies. 

Mais  voifci  un  autre  exemple  ou  le  cbntraira 
à  lieu.  On  propose  de  dëtermiiaer  quelle  se* 
Irait  la  Kaiiteur  FD  d'un  Segment  sptiërique 
(  fig.  î'^**  ) ,  [dont  la  solidité  serait  ==  Ô,337Ô , 
ei  qui  appartiendrait  à  une  sphère  dotit  le 
rayon  serait  sfa  3. 

Je  fais  la  hauteur  FD  die  ce  JMgnt^m  i=i:^s 
le  rayon  de  la  àphèreT»  t^  je  funenids  la  solidité 
du  secteur 

CAËDî=i:fdr**j 

(  c  représetité  le  tapport  da  diamètre  à  la  cif* 
conférence  ) ,  et  je  le  retrancte  du  cône  C  A  B^ 
qui  ayant  pour  rayon  de  sa  base  l'expression 
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a  pour  son  volume 


(,,^_^.)(L_^); 


d'où  j'ai 

d'où  j'ai  l'ëquation 

x^  — 9  x'  +  8  =  o. 
Il  en  résulte  les  trois  valeurs 

0?^==  I.,..  ,  - 

'x  =  8, 898989899, 

:t —  — 0,898989899  ,    . 

dont  la  première  est  la  seule  vraie ,  et  les  deui 
autres  sont  évidemment  fausses  et  contradic- 
toires à  la  question  proposée  ;  car  en  niettant 
TuTie  ou  l'autre  de  ces  deux  dernières  valeurs 
dans  l'expression  du  rayon  de  la  base  du  cône 

=  V^  3  r^  —  ^*, 
elle  defvient  imaginaii^e. 

2684  :D'où  virent  donc  la  différence  de  ces 
deux  espèces  de  problêmes,  et  de  ces  deux 
espèces  de  solutiojis  ?  Le  voici  :  Quand  on  pro- 
pose ce  problême  général  :  Quel  est  le  nombre 
qui,  retranché  treize  fois  de  son  cube,  donne 
douze  pour  reste  P  et  autres  du  même  genre , 
on  ne  coiisidèrè  que  l'inconnue  toute  seule 
sans  aucune  relation  avec  d'autres  quantités 


y 
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connues  ;  mais  seulement  relativement  au  pro- 
duit qu'elle  peut  donner  étant  combinée  d'une 
certaine  manière.  C'est  toujours  cette  incon- 
nue dont  les  différentes  puissances  sont  ajou- 
tées ou  retranchées  un  certain  nombreMe  fois. 
Cette  sorte  de  problême  n'est  autre  chose  que 
la  traduction  française  et  littérale  d'une  équa- 
tion ramenée  a  la  forme 

A?*"  +  Aat"*-*  +  etc.  =  o. 

Mais  ce  n'est' pas  là  le  but  ultérieur  auquel 
tend  l'analyse.  Il  s'agit  toujours  de- trouver  le 
rapport  d'une  quantité  que  l'on  ne  connaît 
pas  à  d'autres  quantités  qiie  l'on  connaît  d'après 
les  différentes  conditions  qui  font  la  nature  du 
problême  ,  et  qui  déterminent  la  forme  de 
l'équation  qu'on  .a  à  résoudre. 

Ainsi ,  dans  le  deuxième  problême  ci-dessus , 
je  veux  savoir  quelle  est  la  hauleui:  du  seg- 
ment dont  le  volume 

^  8,3376  ; 

c'est-à-dire  que  je  veux  savoir  son  rapport 
avec  le  rayon  =  3  ,  je  fais  cette  inconnue  a?, 
et  je  la  lance  dans  le  labyrinthe  d'une  équa- 
tion ;  voici  la  réponse  que  j'en  obtiens  :  ^jou* 
tez  huit  au  cube  de  l^inconnue  et  retranchez^ 
en  neuf  fois  son  carrée  il  ne  vous  restera  rien  ^ 
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OU  ?a  parlant  algèbre , 

A?'  — 9^*  -h  8  =  0. 

Toilà  précisément  la  réponse  d'un  oracle.  C'est 
la  seule  réponse  que  la  niétl^odç  des  équatk)o« 
peut  faire ,  elle  ne  peut  parler  plus  claireroent, 

.    Or ,  maintenant ,  il  y  a  deux  choses  à  dé- 
brouiller dans  cette  réponse ,  i^.  le  sens  litté- 
ral ;  a^.  le  sens  vrai.  Le  sens  littéral  qu'on 
appelle  le  sens  général ,  consiste  à  chercher 
quel  est  le  nombre  qui  satisfait  simplement  à 
l'équation.  Sous  ce  point  de  vue  il  n  est  plus 
question  du  rapport  de  Tinconnue  au  rayon  de 
la  sphère  «  il  n'est  question  que  de  savoir  quel 
^$t  le  nombre  tel  qu'en  retranchant  neuf  fois 
son  carré  de  son  cube ,  on  ait  «-«  8  pour  reste. 
On  trouve  trois  nombres  qui  ont  cette  pro< 
priété ,  et,  en  s'arrétant  à  ce  sena»  Téquatioa 
a  vraiment  trois  valeurs  que  j'appellerai  va^ 
leurs  d'équation. 

Mais  en  remontant  au  vrai  sens  du  pro- 
blème ,  dont  l'équation  n'est  que-  la  traduc- 
tion en  langue  algébrique ,  il  est  elair  qu'il 
n'y  a  qu'une  seule  valeur  vFaie  ,  et  que  ks 
autres  sont  fausses.  Cette  valeur  vraie  peut 
être  réelle  ou  imaginaire  ,  selon  la  possibili'® 
on  l'impossibilité  de  la  question  qu'on  veut 
résoudre,  Ainsi ,  si  j'avais  établi  le  probléipe  à 


T>U   CAX,CUL   nE$   IKiQtrATlpNS.         875 

r^sQudr-e  de  cette  manière .  :  TroiH^er  la  hau- 
teuT  d^un  ^^gmepit  ^^une  sphère  d.ont  fe  rayon 
=  3  ,  et  telle  que  la  solidité  de,  ce  segment 

=  1000 , 

Où  voit  tout  de  suite  que  le  problème  est  im- 
possible et  al^surde  ;  l  eqqatiop  qu'qq  obtien- 
drait serait 

4r'  — 9JP*  +  954,8  =  Oy 

qui  contiendrait  aloips  deux  racines  imagi- 
naires ,  et  une  réelle  qui  est  à  peu  près 

et  qui  est  cependant  évidemment  fausse*  En 
s'arrétant  au  sens  littéral  d^  l'équation ,  on  de- 
vrait  conclure  que  cette  vaJeur  réelle  est  celle 
qui  convient  à  la  question  ;  taii4is  9  qu'au  con- 
traire ,  ce  sont  le^  r^mes  imaginaire^  qui  lui 
appartiennent* 

269.  Il  s'agit  d'analyser  le  principe  qui  mêle 
et  confond  avec  la  valeur  que  l'on  cherche  ces 
valeurs  vagues  ou  générales  qui  lui  sont  étran- 
gères. Je  considère  d'abord  l'équation  en  re- 
montant à  l'origine  qui  l'a  formée  ;  c'est-à-dire 
comme  une  expression  algébrique  qui  désigne 
la  manière  dont  l'inconnue  x  est  combinée 
avec  les  autres  quantités  connues  du  problême. 
Sous  ce  point  de  vue  qui  restreint  l'équation 
à  n'exprimer  quela^valeu?  ^u  problén^e,  elle 
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ne  contient  de  valeur  vraie  que  celle  qu'on  j 
a  nlise.  Il  suit  de-là  que  le  produit  des  facteurs 

(X'^a)(x+  b)  (x  +  c)  etc. 

dont  se  trouve  formée  l'équation  par  son  résul« 
tat ,  ne  contient  qu'un  seul  facteur  qui  soit  =0. 
Je  suppose  que  ce  soit  le  premier  facteur 

il  s'ensuit  que  l'on  aura  pour  les  autres  ^ 

X    +     h  —   S'y 

x  +  c  =  y  j 

:iç  +  d^^y^  etc. 

on 

X  +  a=  o, 

X  4-  a  "4-  J^  =  <f, 
x  +  a+  <P'=  y  etc. 

et  que  par  conséquent  l'équation  doit  être  r«^ 
menée  à  ce  mode  de  composition  : 

(a;  -4-  a).., 
xlx  +  a  +  y)., 

etc. 

En  égalant  le  produit  des  premiers  mem« 
bres  à  celui  des  deuxièmes  ,  cette  équation 
équivaut  h 

{^+a)(xi'b){.x^cXeiç.....z:^o. 
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Dans  cette  dernière  équation  il  y  a  autant  de 
valeurs  que  de  facteurs ,  parce  que  l'on  attrii 
bue  à  chacun  de  ces  facteurs  indiffëreniment 
la  valeur  o  qui  est  dans  le  deuxième  membre , 
tandis  qu'elle  ne  convient  qu'à  un  seul ,  et 
que  chacun  des  autres  facteurs 

^  -f-  c, 
X  +  c?etc. 
ou 

X  +  a  +  y  etc. 

répond  dans  le  deuxième  membre  aux  diffé- 
rentes quantités  J^,  J^',  «T",  etc.  qui  sont  mul- 
tiples de  zéro  ,  et  qui ,  par  les  règles  de  l'al- 
gèbre ,  ont  disparu  de  l'éqùalion. 

Or ,  je  dis  que  c'est  de  cette  manière  que  se 
forme  la  multiplicité  des  valeurs  que  donne 
\\ne  équation  composée ,  et  que  c'est  là  le  prin- 
cipe de  V amphibologie  du  langage  algébrique  : 
c'est  ce  qu'il  s'agit  de  développer. 

Pour  le  faire  voir,  je  fais  d'abord  avec  la  seule 
valeur  0?=  i  les  trois  équations 


X  +   l 

2, 

07  +  2 

— 

3, 

X  +  Z 

4, 
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qui  a'eYpriment  toujours  que  la  même  valeur^ 
xnais  d'une  manière  différente.  J^  forme  une 
équation  avec  le  produit  des  trois  premiers 
membres  que  j'égale  à  celui  des  secopd^  >  £t 

ou  bien 

x^  +  6x*  -^  lia? —  18  =  o. 
Cette  équation  est  divisible  par  le  facteur 

j:—  I  =  o, 
qui  appartient  à  la  valeur  que  j'ai  introduite 

X  =  1. 
Il  reste  pour  quotient 

X*  +  'j  X  -^  i8- 

Dans  ce  cas  aucune  valeur  supposée  à  a?  ne 
peut  rendre  son  résultat  =  o  ;  ainsi ,  cette 
équation  du  troisième  degré  ne  contient  que 
la  seule  valeur  introduite  a?=  i  ,  et  les  deux 
autres  sont  imaginaires.  Mais  ce  cas  dépend 
uniquement  des  valeurs  de  combinaison  qu^ 
j'ai  employe'es  pour  former  les  trois  équations 
composantes. 

Si  je  forme  de  riiéme  une  équation  compo- 
sée ayant  pour  base  la  même  valeur  x^h 
exprimée  des  trois  manières  suivantes  : 
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flf  +  3  =s:  3, 

x-~3  =  —  2 , 
j'aurai  l'ëquatioii 

âp'  —  7  «  +  6, 

qui  donne  d'abord  la  valeur  introduite  a?  =  j , 

puis  les  deuic  autres 

^  =  a  , 

jt  =  —  3 , 

qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  équations  corn*' 
posantes  ;  ces  deux  valeurs  résultent  donc  de 
l'opération  qui  a  été  faite ,  on  peut  donc  déjà 
conclure  delà  que , 

a  DO,  Toutes  les  fois  que  Von  forme  une 
équation  composée  entre  le  produit  des  pre- 
miers membres  et  celui  des  seconds  d^un  nom-* 
bre  quelconque  d'équations  simples , 

.      x+p  —  q, 
X  +  p  —  q  , 
X  +  p*=  q' »  etc^ 
appartenant  toutes  à  la  même  valeur^  et  dont 
le  membre  qui  contient  V  inconnue  forme  dans: 
chacune  un  binôme  î  il  en  résultera  une  équa^ 
tion  composée ,  qui  j  par  le  fait  de  cette  muU 
tiplication ,  sera  susceptible  d'être  satisfaite 
par  autant  de  pâleurs  réelles  ou  imaginaires 
^u'il  y  a  d'équations  simples  composantes 
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et  parmi  lesquelles  se  trouvera  toujours  /ce 
pâleur  vraie  qui  a  serpi  de  base  à  VéquatiaTz 
composée. 

261.  En  analysant  directement  une  équa- 
tion composée ,  je  retrouve  le  même  principe 
décomposition;  soit,  par  exemple ,  l'équatiaa 
générale  du  quatrième  degté, 

je  suppose  que  la  vraie  valeur  qui  sert  de  base 
à  cette  équation  soit 

a;=— -aou  ar-ha  =  o, 

je  la  dispose  ainsi  : 

(a?'+A^*  +  Ba7  +  C)iv  =  — D, 

je  divise  le  premier  membre  par  x ,  le  deuxième 
par  sa  valeur  =  —  a  ,  j'ai 

D 

a 
puis 

{x^  +  kx  +  Ji)x ==  — C  +  -  ; 

je  divise  encore  le  premier  membre  par  x ,  le 
deuxième  par  —  a  ,  j'ai 

r 

Ca+  D 


»'  +  A*  +  B 


=-(^^) 
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puis 

(«  +  A)« =  ~""~V      a'      )' 

je  divise  encore  de  même ,  j'ai 

*  +  A = -5 , 

a 

puis 

+  Bo»  +  Ca  +  D 

^  •  •  •  •  .r=:  — —  A  ' 


a* 


en  divisant  encore  de  même ,  j'ai 

/Aa' +  Ba*  +  Ca  + D\ 
'="V aT— j' 

équation  identique ,  car  elle  donne  imtnëdia-^ 
tement 

a*  +  A  a'  +  B  à*  +  Ca  4-  ï)  =  o. 

.  J'ai  successivement  décomposé  Téquation  en 
la  divisant  par 

0?  =  —  a  , 

quajre  fois ,  et  je  n'ai  pas  trouvé  d'autres  va- 
leurs ;  en  voici  la  raison  :  c'est  qu'à  chaque 
division  j'ai  transposé  dans  le  deuxième  mem- 
bre successivement.  D,  C,  B,  A  ;  c'est- à  •dire 
qu'à  chaque  fois  j'ai  ôté  le  principe  qui.cons» 
titue  des  valeurs  différentes  dans  l'équation  ; 
car ,  avant  chaque  transposition  ,  le  premier 
membre 
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puis 

X'x  +  C, 

puis  etc. ,  formait  un  binôme ,  et ,  après  k 
transposition ,  il  ne  restait  pli:»  que  X  affecte 
du  coéf&eieut  X* 

On  en  Sëntifa  êii^oré  ffiiêut  là  faîson,  si  ou 
recompose  l'équation  à  partir  de  la  dernièrtf 
division 

« 

*^-l —^5 P 

en  transposant  A  dans  lé  premier  membre  et 
multipliant  d'un  côté  par  x  y  et  d'un  autre  pai' 
f^d ,  j'ai  l'équation 

«      Ca  4-D 
[x  +  A  Jdf  g=**-Br^  "^'  '  — ^, 

» 
dontlepï^emièr  membre  coûtieût  un  binôme^ 
qui  9  par  cette  raison  ,  est  susceptible  de  don- 
ner deux  valeurs  différentes.  En  transposant 
C  de  ftiémé  dans  k  premier  membre  ,  j'y 
introduirai  uti  nouveau  binôme ,  et  ainsi  d^ 
suite* 

Soit  pour  exemj^le  réquàtionnum^nqaeda 
troisièiBe  degré  ^ 

-.         :t^  +  6x^  +  it  x  +  6  =  0j 

qui  peiit  être  satisfaite  par  trois  valeurs  diffé^ 
rentes , 
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*  =  —  3. 
Si  je  le  divise  par  son  facteur 

il  me  restera  pour  quotient 

A?*  +  5  4P  +  6 , 
qui  ^ohtiênf  les  dent  atlt!^es  facteurs 

(a?  + ii)  (a?+ 3); 

mais  eu  disposant  cette  équation  de  cette  ma^ 
nière  : 

(*' +6jp*  +  ïi)x=s  —  6, 
pour  la  diviser  par  Véqualidn 

chaque  membre  par  son  correspondant  coni'' 
me  ci-dessus ,  j*ai 

Si  je  m'arrête  là  ,  j'ai  une  équation  du 
deuxième  degré  qui  mé  donne  les  deux  valeurs 

. .  ■  .  •*   ■'■*■  ^^^  ^9 

différente^  de  t^elléd  contenues  dans  Tttfqua^ 

tion 

■  x*  +  6af*e/ti5.  =o, 

#t  ices  d^ax  valears  di£f<^rentes  proviepnest 
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encore  de  ce  que  le  premier  membre 

xix+  6), 

contient  le  binôme  x  +  6.  En  divisant  encore 
par 

et  transposant ,  il  reste 

X  i=:  ' — I  , 

â6â.  Ce  premier  apperçu  &it  voir  par  la 
,  synthèse  et  par  l'analyse ,  que  le  principe  de 
rinëgalité  des  racines  dés  équations  composées 
provient  de  ce  (ju'ellés  ont  été  formées  par  le 
produit  de  plusieurs  équations  simples ,  expri- 
mant la  même  valeui^,  multipliée  membre  par 
membre  ;  mais  da^si  lesquelles  l'inconnue  fait 
dans  un  des  membres  un  binôme  avec  une 
quantité  additionnelle.  Cette  formation  se  voit 
manifestement  dans  l'opération  de  l'élimina- 
tion quand  les  inconnues  sont  multipliées  l'une 
par  l'autre.  Soient ,  par  exemple  ,  les  deux 
équations  .      .  j^  'j 

ax  +  bfi=i±[c^ 

gx^y.-ir  hx—p; 
si  je  substitue  dans- la  deuxième  la  valeur  de 
y  ,  prise  dans  la  première , ,  j'aui^ai  - ,  t^ 

Le  premier  membre  est  le  produit  de  dem 
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Din6nie9 ,  ce  qui  donnera  deux  valeurs'  ^diffé^ 
Irentes. 

Ainsi  c'est  la  cotnbinaison  du  système  mul- 
tiple, avec  le  sfstêtnè  additionnel ,  qui  produit 
les  amphibologies  du 'langage  algel>rique. 

263.  Outre  ce  principe*  de  variété  dans  leà 
'  iracines,  il  en  est  un  autre  qui  appairtietit  au 
systêiïie  inultiple.'         ' 

Si ,  par  exemple ,  avec  l'équation 

j'ai  les  deux  autres 

j^auraî  en  substituant 

x^ — (/7i  +  /ï);ç*  +  /W7Zj7— p=o; 

d'où  il  résultera  trois  valeurs  différentes,  parcâ 
que  les  valeurs  de^  et  de^,  qu'on  a  substi- 
tuées ,  formaient  un  binôme. 
Mais  si  aVéc  la  même  équation 

XYZ:=ip, 

J  ai 

de  b=zmy 

f  aurai  par  la  substitution . 


•   >    /  #  «  ' 


•  ^      I  t  I 
4  t  *  I 


X  t=^n z 


»'  =  IB  np  , 


a5 
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qui  ne  me  doni»  reeUtment.  qu'uoe  ^ulmtt 

qui  puisse  satisfaire  à  Fëquatioi»  :  on^  en  aurait 
deux  si  le  Ronabre  des  iuconnues  était  pair; 
ces  deux  auraient  la  même  valeur  ^  mais  au- 
raient uu  signe  différent  ;  cette  duplicité  de 
signes  naît  de  l'équiroque  de  toute  puissance 
paire  qui  peut  tQu^urs  aypir  sa  racine  n^a- 
tive  ou  positive. 

Ainsi  y  toutes  leà  ibis  que  tes  différentes  in- 
connues d'un  problème  ne  difi^èrOM  q^âi^  fêt 
le  système  multiple ,  dureront  en  raison  mul- 
tiple les  unes  par  raf^pc^^t  au^  autres  y  1  élimi- 
nation aboutira  à  une  équation  qu'on  appelle 
à  deux  termes,  de  la  forme 

x*=jp  ou  x**±=a'^j 

qu^on  |ieut  considérer  formées  par  ïa  multi- 
plication deâ  équations  âiteples 

X  ==  a  ^  ap  =  a ,  etc.  ^     . 

•     •  •  j 

membre  par  membre  ;  elles  n'ont  d'autre  prin- 
cipe de  multiplicité  de  racines  que  ^éq^jivoque 
du  quarré,  et  ne  peuvent jpar  conséqtTent  avoir 
qu'une  racine  de  plus  que  la  vraie  qui  lui  est 
égale  en  nombre ,  et  avec  un  signe  contraire. 
Sa  solution  appartient  immédiateiùent  &  1a 
méthode  d'extraction^.,    - 


£a  dÎTÎMBt  sT'-^ûf  par  it-^éi  où  à  pour 
tjualiBent 

ttjui  ne  peut  pas  former  une  ëquatian  quand 
971  est  impain  En  le  ifaisant  =^  o ,  on  commet 
uae  erreur  ^  parce  (i^u'aùcune  valeur  ne  peut 
"être  supposée  à  x  qui  puisse  donner  ce  résultat  ; 
aussi,  en  résolvant  ces  espèces  d'équations  y  ou 
n'obtient  que  des  racine^  imaginaires  qui  ap^ 
prennent  Terreur  qu  on  a  commise. 

Le  résultat  de  l'équation  déterminant  ap  à  né 
valoir  que  a>  ce  qiiptient 

a?"*"'  +  a*""*  y  etc.  >; 

^tt'en^  obliraii:  y  ne  peut  vatotr^  qp%  ma^"^  >  él 
l'éqaatipn  ;ir"  =*  rf*,  équivaut  à 

m  {!**•*(  ^ —•  dp)  =i:  cy^ 
%\  m  est  impair  ;  et  à  « 

^i»raf-»(**-.a'>=fi:o/ 
uni  ektpaiiTk 

à64.  Bn  génial V  totites  lis»  cdmbittaisontf 
et  toutes  les  opérations  dont  peut  éti^è  aoscep'* 
tiUe  un  problème  qneleonqiie  ^  ^^  ra:]^port£nt 
a»  sysitème  additionnel  et  ausystente  multiple  ^ 
o^éatt-ànlire  abtmtissient  à  des  additions-  et  deb 
soustrajctioos  ,  à  de«  multiplications  et;  desr  dî^ 
visions. 
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i\  Si  k&  incoûruies  n'éprouvent  entp'élles 
aucune  opération  multiple ,  l'équation  finale 
qui  en  résulte  est  du  premier  degré  ;  on  n'a 
qu'une  valeur  pour  chaque  inconnue ,  c'est  la 
vraie  et  elle  a  toujours  le  signe  qui  lui  convient 
d'après  la  nature  du  problême; 

2^.  Si  elles  n'éprouvent  eiitr^elles  que  des 
opérations  multiples ,  le  résultat,  de  l'équation 
finale  ne  présente  que  deux  valeurs  égales; 
maïs  dé  sîgii.e  différent ,  seulement  quand  la 
puissance  est  paire,  et  cette  amphibologie  naît 
de  l'équivoque  du  quarréj 

3®.  Si  les  inconnues  isôrit  combinées  avec  dés 
quantités  additibnnélles  et  qu'elles  soient  mul- 
tiples les  unes  des  autres  avec  cette  combinai*- 
son,  il  en  résulta  une  équation  finale  qui  cph*' 
tient  différentes  valeurs-^ inégales,  parmi  les- 
quelles est  confondue  celle  qui  appartient  à  la 
résolution    du   problême  que   l'on   chercbe. 
Ainsi  la  cause  de  la^Tniiltiplicitë  des  racines 
dans  les  équations  composées  se  ramène  à  deux 
principésf^  le. principe  additionnel  et  le  prin^ 
cîpe  mu^Uiple*     i  '      !     r    ,\.- 
/  î  266.  Pour  éçlaircir  et  rendre  manifeste  cette 
théorie ,  il  est  nécessaire  d'anàlyiser.  la  manière 
dont?  les  principes  d'inégalité  des  racij&es  agis- 
sent dans  la  compositron  et  la  décomposition 
dès  équations.  > 


•     **«  *•  •**     I 
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Je  commence '  par.  réquation  du  deuxième, 
degré  que  je  compose  avec  les  quantités  addi- 
tionnelles de  la  miuiière  suivante  : 

En  multiplialit  les  premiers  membres  en tr'eur 
et  en  les  égalant  au  prqduit  des  sewnds  ,f  j'ai 
par  I9  t):ap$positipn  de  tous  les  termes  dans  le 
premier  membre  et  par  la  réductjpn  après  la 
la  multiplication  faite, 

r  •    »   ' 

,    ^•4.  a^arc  +^a* 

+   px  +pa  }=o  (B), 
+    q  X  -f-  qa 

Cette  équation  est  divisible  par  x  +  a.»  et  équi- 
vaut à 

(^  +  a)  (a?  Hh  a  +  ip  +  y  )  =  o. 

En  considérant  cett^!  équation  comme  un  ré- 
sultat d'analyse  ,  et  indépendamment  de  son 
origine  que  l'on  connaît*,  il  n'y  aura  pas  plus, 
de  raison  de  dire. que  c'est  le  facteur  x  -^  a^ 
qui  rend  l'équation  =;;  Q  plutôt  que  l'autre ,. 
alors  on  a  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  valeurs.. 

mais  comme  on\  connaît  ici.  l'origine  de  cette 
équation  ,  on  sait  que  ç'eâl;  le  facteur  ;c  +  or 


3go  r^kiri  ixiaiMTAïAJB 

qui  là  rettd  so^  el  qpe^  par  oonatcpiftol  F&u« 

tre  facleur 

â?  +  a  *• /l  ilr  ^ , 

se  réduit  à  p  +  ?>  i^cisëfDenl  parce  que 

de  sorte  que  Yéqu^tion  w  iréduiit  |i 

(p  +  j7)(*+€i)=a,  sn=ox(o+p  +  S^)^ 
On  Toit  alors  que  Fëouation  doit  être  décente 
posée  eomme  on  Ta  aTanoé  ci-dessus  (A)  (sSgi)^ 

De  aorte  que  le  deuxième  facteur 

«  +  o  +  p  +  ^, 
n^exprime  toujours  que  la  même  valeur 

ayant  égard  au  facteur  p  -f-  j'  du  deuxième^ 
membre  qui  lui  correspond  ;  Car  l'on  a 

d'où  ^       :b       ^    ^    ^^ 

Si  je  divise  Féquation  B  membre  par  membre , 
le  prerriier  par  x ,  le  deuxième  par  sa  valeur 
^•^aen  la  disposant  ai^si  î 

^•4-  naxY    f --*a*. 


D0  CALCUX*  1>SS  IlfM^ÛATÏOllS.       Sgf 

j^auraÂ 

+    V)     (  +  ?• 
Dans  ce  cas  je  ae  trouve  pour  t|uotient  ^ue 

^x  =t  -^  a , 

parce  que  les  quantités  p  +  j  qui  étaient  corn* 
binées  avec 

X  =  —  Oy 

s^en  trouvent  dégagées,  et  qu'elles  disparais- 
sent par  la  réduction  algébrique. 

Si  je  divisais  la  même  équation  par  l'autre 
valeur 

«t  de  la  même  manière ,  j'aurais 

d'où 

X  =  —  a  — —  p  —y  , 

et  je  ne  trouverais  que  cette  valeur  ;  dans  ce 
cas  j  ^aurais  attribué  zéro  du  deuxième  membre 

^u  facteur 

plutAt  qu'à  X  +  a;  alors  la  seule  valeur  serait 

^S= a p Çy 

et  le  facteur  x  +  a  correspondrait  dans  le 


Sq^  traita. ]iLÉMXNTÀ|RE  i 

deuxième  membre  ^  p  +  Çyet  l'on  aurait 

d'où 

jç  ==  — »  a  -^^p  -^  5^. 

Ainsi)  si  Ton  ignoraifc  lequel  des  deux  facH 
teurs  correspond  à  ^erodans  le  deuxième  mem-- 
bre,  on  verrait  évidemment  que  c'est  toujours» 
l'un  ou  l'autre  des  deux  facteurs  qui  est  =03^ 
et  non  pas  l'un  et  l'autrç, 

266.  Maintenant  si  je  resous  l'équation  (B) 
selon  la  méthode  ordinaire  du  deuxième  de-« 
Çré ,  et  si  je  la  compare  avec  1^  résolution  de 
l'équation  générale 

j'aurai  les  dei^x  solutions,  suivantes  : 

d»      *  .  . 

OU 

On  voit  ici  par  Ici  comparaison  que  la  partie 
rationnelle  ^  A  de  la  solution  générale  contient 
outre  la  valeur  de  la  racine  introduite  —  a , 
\ine  fonction  de  quaptités  additionnelles,  et 
l  on  voit  eu  même  temps  que  le  radical 
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contient  cette  même  fonction;  de  sorte  qu'un 
des  deux  signes  du  Tadical  fait  disparaître  la 
fonction  de  quantités  additionnelles  contenues 
dans  jA,  et  ne  laisse  plus  qne  la  vraie  valeur 
de 

X:=sp'^  a. 

L'autre  signe  du  radical  forme  ,  au  con* 
traire  ,  avec  ^A  une  quantité  qui ,  outre  la 
vraie  valeur  s=— a  ,  renferme  la  somme  des 
quantités  additionnelles  introduites  dans  l'é- 
quation. 

267.  Je  forme  maintenant  une  équation  du 
troisième  degré  de  la  même  manière  que  celle 
du  deuxième^  avec 

X  +  a  +  g  =  Çy 
Jt:  4-  a  +  r  =  r, 
jai 

x^  +  3  a  a?*  +  3  a*  X  +  a^ 

+     pa?*  4-  2apx  +  à^p    I  (C). 
+      q  X* -^  fiaqx  +  a^q 
+      ra?"  -H  2arx  +  a^r    >  =  o. 
+  p  gr  a;  +  apq 
+  p  r  X  -h  ap  r 
+  q  r X  +  aqr  \ 

En  divisant  cette  équation  par  x+  a^  j'ai  pour 
quotient 
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jT*  +  a  as  +  a\ 

+    qx-i-aq. 
•+•    r«  +  ar. 

+  '•?• 
Pour  voir  si  ce  quotient  a  des  valeurs  qui 
peuvent  le  rendre  en  o ,  je  le  fais  sst  o ,  et  e» 
résolvant  cette  équatiou  factice  »  j'ai 

Le  résultat  de  ces  deux  dernières  valeurs  dé- 
pend de  la  relation  des  quantités  qui  sont  sous 
le  radical  ;  elles  seront  réelles  si  Ton  a 

{p'^q  —  ry>Aqri 

dans  le  cas  contraire  elles  seront  imaginaires. 

On  voit  que  quand  les  équations  composées 
sont  supérieures  au  deuxième  degré,  la  rela- 
tion des  quantités  additionnelles  peut  donner 
pour  les  valeurs  d'équation ,  ou  pour  les  va- 
leurs étrangères  au  problème  y  de^  racines 
réelles  ou  imaginaires. 

Si  la  valeur  introduite  est  incompatible  avec 
les  données  du  problème ,  on  aura  également 
des  valeurs  imaginaires  qui  appartiendront  k 
la  question  ;  mais  la  résolution  de  l'équation 


composée  n'apprendra  pas  si  les  racines  ioi^t^) 
ginaires  qu'elle  doBc^e^papjtiennent  à  la  ques- 
tion ,  ou  si£lles4épendent  de  la  relation  des 
quantités  additionnelles  èntr^elles. 

268u  Si  je  divise  maintenant  l'équation  (C) 
pi^r  Vé^^tioft 

X  » 

membre  par  membre ,  «n  mettant  dans  lé 
deuxième  membite  les  quantités  qui  n^  sont 
pas  iaffeet^s  de  ji^ ,  et  en  di'visaat  le  premier 
membre  par  x  9  et  le  deuxième  par  si^  valeur 
-«^a,  j'aurai 

«•  +  3a^  -4-^3  a*; 
+    p     -t  2  ap 
-¥     g     ^*-i>  «  q 

^    pq 

+     P.r 
+     qr 

Je  transpose  encore  les  quantités  qui  ne  sont 
pas  affectées  de  at  ,  en  faisant  les  réductions 
convenables ,  et  je  divise  de  nouveau  comme 
la  première  fois ,  j'ai 

+  /?, 
4-      y   [      j    +qy 


.+ 

a». 

.+ 

ap. 

.+ 

a^. 

.+ 

ar. 

+  P9' 

•k- 

pr. 

+ 

qr. 

-- ™   7   J    
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d'où 
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il 


;»r 


»^« 


"I 


je  ne  rencontre  encore  que  la.  valeùp 


»  ' 


.i*.  *    » 


'  •  •  I  • 


r •  «  ••Il 


a 


en  épuisant  toutes  les  divisions',  {iâf^eqtia 
chaque  fois  je  fais  dîâparattf  êtes  quantités  addi< 
tionnelles  oommpnp^  aux  deux  m^ppibre^^ 

âOg^JEn  considérant  ta  maniène  dQti^t  les 
équations  composauiQS  se.  combinent  dans  une 
équ4tipQ,  composée  t^a  formera  a^w^uq  nom* 
bre  n  de  ces  équations  intégrantes  ^    >  ;    -  . 


(' 


î. 


l'équation  Suivante  du  àegvé  m  ^ 


«       • 


1    «    V  ^ 


Dty  CAietr,li 'BB&.  méQTTA.T10Nfi.        ^q6 


P 
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+a"' 


<  ■•     .  t  . 


-■;f*ir»<-«l 


«    «    < 


"  P  fi»; 


";  Aï  r.-J-etc. 

/ 

1 

-•  'ï^  .  I  - 

« 

i 

1 

PS' 

+1»— ia  <'^^'^    +^1 


+•» 


>  • 


i.\ 


^=:o«. 


.^>   :* 


«  •  ^  • 


*     •     *      »     « 
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r 

I  V 


«         i 


.  ,  ,  +etc.    i 

i. 

J'obserJte  Jàiaintenaqt  (jafe  si  dftnsr  oetleéqii^- 
^ion  !,  ort: fait  >'loutés^lefin quanti tësi  additicm^ 
■ne\k»h=r.o^  ^  br«»^  Je  ïdhévéloppèindit  i  dç 


£a  opmparastdcAïc!' cette  «équation  aveel^sqoa- 
tion  générale 

«* + Ar""' + Bx*-*  4-  C«"-' . . . .  +  iï*r  4-  N=o , 

on  aura ,  lorsqtie  les  quantités  additibnnelles 
seront  toutes  nulle*  y  eette  «uite  d'éqùMioim!: 

370.  •     \ 

^.«^A.^g rA.-^=o. 


2.3  j»^  I         I»— *i.m-^a 


^3.4  w»^  I         m— i,!»— a.»— 3 


Ultimô.;  .V. .— =  N I  A»  — m-N=:o. 

Les-  équations  de  cette  deuxième  colonne 
ckpriment  les  relations  des  diffërens  coffi- 
ciens  B,  C,  D,  etc.  avec  le  premier  A,  telles 
4|iiV^eâ:  fowtaÊéskt  Ab^  Qtonitiliés  Auttesi^  quand 
toutes  les  Bàditesisp]il:J^galé0(>£oJtnme2on.l'a^'rti 
plusdDtinitr(ai5).(i]i&).  >lQilauid  iil  yi'»:dan8  Yé- 
quation  composée  des  quantités  acUc6oii<- 
nelles  ,  ou  qn/er^e^fîifiné»  flo)it  inégales  ,  les 
deuxièmes  mep^bres,  ^^çç,  çqpatigtn§.d^  cette 
deuxième  coloune",  au  lieu  d'être  égaux  à  zéro, 
exprimeiilt^aeuii  ù^  .fahotion*  d^  ^31  quan- 
tités additionnelles. 


iitr  CALCUL  ibtê  imàqvAtiùixs,      39g 
On  a  im ,  pour  le  denxièiiie  degré,  tjoe  hs 


i/^A»  — B 

ne  contenait  que  des  quantités  additionnelles* 
II  en  est  de  même  des  deux  radicaux  qui  doa- 
atnt  les  t|uajsi-valeun  des  ëquatioiza  du  troir' 
sième  degré  ;  car  on  a 

et  par  conséquent  le  radical 


y^ 


■«■«*«>Éail  tu  •  n  f  m  11  iM 

se 

a  rsp 


ne  coaitîoBtque  d«s  quantités  additio«iateUes. 

271.  On  a  vu  que  la  formule  de  selutiMi 
"d'une  équation  qoekoni^e  ëtattf  d^  cette 
ferme  : 

X,  Il  -A^  /T— I/R— K^'— /r%  etc.; 
m 

de  manière  que  dkaque  radac»!  était  une  fbtio- 
tk>»  des  radicftns:  précédents.  On  a  vu  qme  la 
partie  ratiouaelfes ,  el  la  partie  irrationnelle 
contenues  sous  diaqae  radical,  ëtadefnt-eompo- 
«é^  de  relations^  de  teo^ciens ,  dont  ka  éié«- 
taens  ittlt^ieurs  étaient  des^  relations  de  chaque 
<^fficient ,  arec  le  premier;  telles  que  t^w^oe^ 
éiâinenaétatefi t «épa«!ëm*evrt  égaux  à  zét^<fiàtà 


4dO  tKAtté  jétlSXENTÂIBjî 

toutes  les  racines  étaient  égales  ,  eX  qu'il  ite 
testait  pour  la  valeur  de  toutes  les  racines  ^ue 

'    t 

*I|— A; 

de  torte  que  tous  ces  radiciaui  ne  contièiinent 
que  des  fonctions  de  différences  ou  d'ine'galités 
de  racines.  On  doit  donc  conclure  que  ,  pour 
toutes  les; équations,  les  formules  de  solution 
ne  contiennent  dans  les  radicaux  que  des  fonc- 
tions de  quantités  additiotinelles  p ,  Çjt^  etc. 
qui  y  par  la  combinaison  du  système  multiple 
avec  le  système  additionnel ,  ont  forme  plu- 
sieurs facteurs ,  et  de-là  plusieurs  valeurs  étran- 
gères à  celle  qui  a  été  introduite  dans  le  pro^ 

blême*  : 

De  sor^.. qu'il  faut  considérer  que  ,   dans 
toute  équation  d'un  degré  m ,  la  valeur  intrôr 

duite  formerait  le  développement  du  binôme 

V 

\x  -^  a)   =^  o  , 

si  l'on  pouvait  faire  disparaître  toutes  les  quau^ 
tités  additionnelles  qui  li^i  sont  combinées  ; 
aussi  dôit-dn  regarder  la  formule  du  binôme 
comme 'la  base  ou  comme  le  pivot  sur  lequel 
s'app«<ie  la'résolutiôn  de  toutes  les  équations 
composées  ;  o'est  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  dé- 
veloppement de  toutes  les  méthodes  qui  ont 
été  exposées  dans  ^oet. ouvrage  ^  et  l'on  a  re» 


|[âr'dë  le  «âév«lappem«at  eu  himomb  4omv^^ 
rëquatton  de  niveau  k  toutes  lea  ëq\);9ti.<)#M 
€(Hiipaaéea  qiâeiocmqiiea  du  même  àtgvé^ 

â^â.  Mamteiiaat il  faiatt  diatipgu^r  ce^  dotiK 
^pressions  : 

(a?  — a)"*  =  o*  et  x^-T^i*  =  6. 

La  première  ^t  la  base  du  .calcul  des  îné- 
iquatiotis,  et  elle  ne  donne  absolument  qu'une 
seule  valeur  Ji7=a>  dans  les  formules  qui  ont 
^té  données. 

La  deuxième ,  aU  coto traire ,  qui  n'appartient 
qu'au  système  multiple ,  est  étrangère  au  caU 
eul  des  inéquations .,  c'est  une  équation  com- 
posée qui  n'a  que  le  premier  et  le  dernier 
terme.  C'est  le  seul  genre  des  équations  com- 
posées que  l'algèbre  peut  toujours  résoudre 
par  la  méthode  d'extraction  ;  mais  c'est  aussi 
le  seul  genre  d'équations  sur  lequel  le  calcul  des 
inéquations  n'a  aucune  prise;  l'absence  de  tous 
les  termes,  et  sur-tout  du  premier  coefficient  A  > 
lui  ôte  tous  ses  points  d'appui  ;  on  a  d'abord 
pour  toute  équation  d'un  degré  quelconque , 

^t,  en  se  bornant  ici  aux  formules  du  troi- 
sième degré ,  le  grand  radical 

2$ 


4oi  rrniiTB  ifLiSttEirtAïaB 

c'est'^-dii'e  que  cette  expression  désigne  um 
quantité  infiniment  grande ,  réelle  où  imagi- 
naire. II  en  estde  même  des  autres  radicaux  dans 
les  équations  plus  éleyées.  Ainsi  le  calcul  des 
inéquations  commence  où  le  secours  de  la 
méthode  des  équations  finit ,  et  son  but  est  de 
décomposer  les  équations  composées  par  la 
combinaison  du  système  additionnel  avec  le 
.système  multiple» 


.,  1- 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


(. 


Id  résolution  des,  équations  ccmpç^^^ 
à  plusiefirs  variables^        -      i   ^  • 

Os       ,  •       *  '.  *  .  I        '  s 

ir  à  vti  qlié'  là  ïfaultîplîcîté  ictès  iràcines 

provenait  du  totoduît  dés  différentes  îiicôîinueà 

qui  ne  différaietit  entf'elles^que  par  deS  quan^ 

tités  additiotinelles.  Ceiîdîfïerehs  produits  sont 

toujours  lé  résultat  de  f  élimination  pu  de  ïà 

réduction  à  Une  éqUatibh  finale  qm  he  con-f 

tienne  plus  qu'une'  iïicônnue.  Si.roh  a  deux 

équations  coiîiplèteà  à  deux  varîàBléà ,  Tune 

du  degré  tn ,  et  Tantre  du-  degré  n\  l'équatioii 

finale  sera  du  degré  nt9i^^î\  en  résulté  donc 

une  ^sorcompositioil ,  ^  par  éonsequent  uué 

multiplîcîtë  d'écjuî^no^tteà  à débrduiuer,  indle-^ 

peûdanlment  de  la  donipiie^tion  et  dé'  1  excej$<« 

sive  longueur  du  «csdcûl  qUé  leur  sqlùtibii 

-eaugé.;    ''■•    •     '•"  -'-'^  •'.  ^--^^''    '■   •■■■^''  •'  '" 

Il  est  donc  imp^c^s^lia^t  de  ]¥i(otkdré  immé^ 
diatemeutces  équations  à^plilsieurs  iîofdènhués 
^ns  aybic  recoure -à'  r^limiâàtion ,  c'est- de  tjtié 
loQ  faîit  pcir  le  calcul  des  inéquatiôns-ir  -  ^ 


l 


4oi  TKkiti  sLiiieirTAiât: 

3'74«  L'équation  à  deux  inconnues  dû  pre* 
hiicr  degré  se  réduit  à 

b  X  -^  è 

J== : : 

a 

on  voit  qu'on  ne  peut  avoir  de  valeur  de  y 
^'MiUifft  qu^on  en  sûp))ô6e  une  à  rr,  et  qu'en 
9e  bornant  à  cette  s«uie  équation ,  y  est  sus^ 
ceptible  d'une  infinité  de  valeurs  correspond 
dantes  à  l^infinité  de  v^Ji^ujcs  qu'on  pe^pt. si»- 
poser  à  x.  tSe  sor jLa  ^ue  si  Von  coq&idèra.^iA« 


pieuf;  être  représenté^  ^ue  pa^  un.;tat4eaii  k 
deux  cotonnesi,  dont  k  pre](nière  çoRtitE^fjôl 
les  Valeurs^  n^mériqucf  ^upposé^s  à  x  jet  )? 
âeui^ieine,,rles  yale^i^  ^orrespond^^ntes  de^jr^ 
alors  f*  et  ^  ne  s'aj^pelleRt  plo^  ix^oam^^ , 
mais  variables.  Ljk  que^U^n.  dcjs  probl««ies  in^ 


uiT faut  suppose?:  kx't  ffmr ^^i).  ^iKi?4»lMe 
a autr (es  iiombre^,^eij)^s,pgi^r  3^^  , , 

276.  Maintenant  si  je  considère  que  l!éc|ii^ 
iiop,  sfp^^timJ^  ^,  ^j^iéi^m  .géomdlr)i{tie,  je 

x>rigine  d^  y^leurft,  f*  surfxmeflboîté  ixMlëCeiv 
mi  née  ÂX  u^e*  poçfioii  li  C  ;?:  «^  ià  cpi^^em  tiltuat 


•s 
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ensaite  la  ligne  CDtrsô,  si  je.in<èiiie  par  ief 
deux  points  A  et  D  la  droite  indéfinie  A BN  , 
et  si  je  tire  les  parallèles  PN,  P'N'  à  dès  dis- 
tances variables  AP=3=  a? ,  en  appelant  les  par^ 
ties  correspondantes  P5S*=*ry ,  j'auriai  Tëquatioii 

bx 
'  a  ^ 
et  en  menant  enfin  la  parallèle  BM  à  une  di$- 

tance 

c 
AB=-, 
a 

i'ëquation  proposée 

6x  4"  o 

y  — 

a 

exprimera  la  corrélation  des  valeurs  géomé- 
triques AP,  PM,  AP',  P'M',  etc.  Je  reformé 
mon  équation  à  l'aide  d'un  théorème  de  géo- 
métrie ,  mon  équation  en  est  donc  la  traduc- 
tion. Parr  cette  opération  j'applique  l'algèbre 
à  la  géométrie. 

Maintenant  si  je  considère  que  l'équatiori 
proposép  appartient  au  système  numérique  ; 
les  lignes  AP,  PM  ,  AP',  P'M'  n'en  représen- 
teront pas  moins  la  corrélation  des  valeurs  nu- 
mériques de  a;  et  de  jr;  alors,  sous  ce  point  de^ 
vue ,  la  figure  deuxième  devra  être  considérée 
comme  une  espèce  d'écriture  ,  qu'on  peut  ajy- 
peler  algèbre  graphique^  les  lignes  ne  tirant 
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-plus  leur  origine  du  système  géootiétrique  se« 
jont  considérées  n'exprimer  que  des  nom-* 
bres  dont  l'unité  sera  représentée  par  une  "pt* 
tite  droite  élémentaire  9  et  la  ligne  BMM% 
qu'on  appelle  le  lieu  de  lequation ,  n'est  plus 
une  ligne  géométrique ,  mais  doit  être  con^ 
sidérée  comme  une  trace  numérique. 

Lorsque  l'équation  est  du  premier  degré, 
c'est-à-dire  lorsque  les  variables  ne  sont  point 
multipliées  par  elles-mêmes,  il  en  résulte,, 
dans  son  application  à  la  géométrie,  que  cette 
ligne  est  droite,  et  il  en  résulte  plus  générale* 
ment  que  tous  les  points  de  la  trace  numé-^ 
rique  sont  dans  la  même  direction. 

Si  dans  l'équation  les  yariables  sont  multi^ 
pies  entr'elles ,,  le  lieu  de  l'équation  est  une 
courbe  qui  est  d'ua  degré  désigné  par  le  degré 
de  l'équation. 

^76.  Il  faut  bien  distinguer  ce  qu'on  doit 
appeler  courbe  d'avec  les  traces  numériques , 
dont  les  points  ne  sont  plus  dans  la  même 
direction.  Quand ,  d'après  des  loix  quelcom- 
ques,  je  trace  une  ligne  qui  se  trouve  courbe  en 
vertu  de  ces  loix ,  je  crée  véritablement  une 
CQurbe  qui  appartient  au  système  géométri-^ 
que.  Âipsi  je  ^xe  une  des  pointes  du  compas 
etj^  promène  l'autre,  elle  trace  une  courbe 
ijuijt  par  la  nature  de  sa  constructiop^  a  tous 
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œs  points  également  éloignés  du  centre.  Pa-r. 
reillement  je  fais  rouler  une  circonférence  sur 
une  droite,  et  je  remarque  la. courbe  que 
décrit  un  •  des  points  de  cette  circonférence 
pendant  son  mouvement.  Cette  courbe  a  une 
origine  géométrique^  et  je  l'appelle  cycloïde. 

Pareillement  encore  je  fais  mouvoir  une 
ligne  de  manière  qu'une  de  ses  eictrémités  X 
reste  fixe ,  et  l'autre  B  parcoure  une  circpnfér 
rence  en  même  temps  qu'un  point  mobile  par- 
tant de  lextrémité  fixe  parcourt  la  longueur 
de  cette  ligne ,  je  remarque  la  courbe  que  par- 
court ce  point  mobile  en  vertu  de  ce  doubla 
mouvement.  Cette  courbe  a  encore  une  ori- 
gine géométrique ,  et  je  l'appelle  spirale  ;  et 
ainsi  des  autres. 

Au  contraire,  j'ai  une  équation  quelconque 
composée  à  deux  variables ,.  et  je  détermine 
<î'après  cette  équation  différente^  valeurs  de§ 
ordonnées  PM,  PM',  etc.,  correspondantes 
aux  abscisses  AP,  AP'  (fîg.  3).  Si  je  joins  tputes^ 
les  extrémité^  ]Vl ,  M',  WT,  etc.  des  ordonnées 
par  defi^  droites  M  M' ,  M' M"' ,  etc. ,  je  n'aurai 
qu'xme  trace  numérique ,  parce  que  dans  cette 
opération,  je  iie  remonte  pas  à  l'origine  d'une 
courbe  géométrique,  dont  les  loix  de  sa  créa- 
tion seraient  exprimées  par  Téquation  propo- 
sée ,  je  me  borne  à  traduire  une  expression, 
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algëbrtqtie  60  une  mtte  éipèoe  de  ianl^fage  on 
d'ëeritare  qui  eat  tout  msêi  géoëralé  que  Tal- 
gèbre  ^  et  qui  t>eut  oonvenhr  itidi$tincteineiit 
à  une  question,  gëomëtrîqae  ou  à  u^e  ^uesr 
tNm  arithifiétiqtie* 

Tai ,  par  txfinple  ^  l'équalioik  ^ 

Si  j'ôbierte  <|ue  cJette  ëqiiatioti  eat  TexpressiOQ 
de  I4  loi  qui  dëtel^iiiitië  la  ût^'atiôa  du  Cercle  ^ 
et  si ,  en  ^onsëquencie ,  }e  trace  gëométr ique-» 
ment  uiie  cit'confëreiifce ,  j*ai  une  courbe.  Maia 
3Î,  Uoittitlie  dâhs  le  Cfii  pfëcëdent,  ]é  me  borne 
à  dëlernliÉier  dilfëreils  points,  par  cela  même 
que  jf  lAe  temonfe  point  à  une  oi^igiUe  gëo-? 
itiëtf  iqué ,  la  suite  de  petite»  lignes  droites  qui 
joindra  ces  points  ne  sera  qu'une  trace  numé- 
rique ;  ces  petites  lignes  droites  sont  ëtran- 
gères  à  rëquatidn ,  il  n'y  a  qtie  les  eitrëmités 
des  coordonnées  qui  lui  appartiennent^  et  qni 
par  leur  position  dëtermineni  la  forme  de  la 
tracé. 

Cionstk^uire  gëora^ëtriquenielit  une  courbe^ 
en  former  une  équation  ou  traduire  en  algèbre 
là  loi  de  sa  création  ;  c'est  ce  qu'oti  ptçut  ap^ 
peler,  la  ^ynl^èsé  ûti  courbes  ou  leur  CùmpQ- 
sition. 

Remonter,  du  contraire,  d'une  équation  à 
la  courbe  qui  a  pu  la  former ,  chercher  à  trans- 
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fonner  cette  équation  en  une  autre  qui  appar« 
tienne  à  une  courbe  que  l'on  connaît  :  cher- 
chcrr  endore  dans  les  jprdpriétés  d'une  trace 
numérique  que  Fon  construit,  d'abord  une  loi 
d'après  laquelle  on  puisse  construire  geomé» 
triquement  une  courbe  qui  puisse  rendre  Té-' 
quation  que  l'on  avait  ;  ces  opérations  appar-* 
tiennent  à  l'analyse  des  courbes.  L'ensemble 
de  ces  deux  marches  opposées  dans  leur  direo- 
tion  appartient  à  la  théorie  des  courbes. 

277.  Les  sections  coniques  offrent  un  exem« 
pie  d'une  théorie  complète;  d'abord  le  cercle, 
l'ellipse  ,  l'hyperbole  et  la  parabole  se  tracent 
géométriquement,  ou  par  un  mouvement  con- 
tinu selon  des  loix  d'après  lesquelles  on  établit 
leur  équation.  On  forme  encore  géométrique- 
naent  ces  quatre  courbes  par  la  section  du  cône, 
et  on  obtient  de-là  encore  leur  équation.  D'un 
9Utre  côté  toutes  les  équations  du  deuxième 
degré  à  deux  variables  s'appliquent  à  l'une  de 
ces  quatre  courbes. 

Mais  le  nombre  des  courbes  dont  on  a  ainsi 
une  théorie  cottiplète  est  très^limité.  La  pres- 
que totalité  des  équations  à  deux  variables  qui 
surpassent  le  deuxième  degré  ,  ne  conduit  à 
aucune  courbe  connue  ;  elles  ne  sont  donc 
susceptibles  que  d'être  traduites  en  algèbre 
graphique  ,  et  toutes  les  prétendues  courbes 
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qu'on  en  obtient  ne  sont  que  des  traces  num^ 
riques. 

Néanmoins  la  traduction  de  toutes  les  équa« 
tions  des  degrés'^  supérieurs  à  deux  variables 
en  traces  numériques  a  un  grand  but  d'utilité. 
Si  j'ai  deux  équations  de  cette  espèce ,  je  consr 
truis  leur  trace  numérique  avec  les  mêmes 
axes  des  coordonnées ,  et  avec  la  même  ori- 
gine des  valeurs  ;  alors  les  points  d'intersection 
de  ces  deux  traces ,  ou  les  points  qui  leur  sont 
communs  ,  déterminent  immédiatement  les 
valeurs  de  x  et  de^  qui  convîenuent  aux  deux 
équations,  et  dispensent,  par  ce  moyen,  de 
l'énorme  calcul  qu'exige  l'élimination  des  in- 
connues* 

•  278.  Lorsque  les  équations  renferment  trois 
variables  ,  leurs  valeurs  corrélatives  se  dé-* 
terminent  à  l'aide  de  trois  plans  coordonnés 
perpendiculaires  entr'eux  ,  dont  les  inter*. 
sections  forment  les  trois  axes  des  coordon* 
nées  X  ,y^  z  ;  les  points  de  la  trace  numérique 
ne  se  trouvent  plus  alors  dans  le  même  plan  : 
le  lieu  de  tous  ces  points  appartient  à  une  sur« 
face  courbe,  si  l'on  peut  remonter  à  une  cons-* 
traction  géométrique  qui  puisse  rendre  la 
même  équation  ;  autrement  on  n*aura  qu'une 
trace  numérique  qui  aura  la  forme  d'un  po* 
Jyèdre ,  dont  toutes  les  facettes  et  les  arrétea 
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seront  étrangères  à  l'ëquation ,  il  n'y  aura  que 
les  sommets  des  angles  solides  qui  lui  appar- 
tiendront. 

Si  l'on  a  trois  équations  composées  -à  trois 
variables ,  on  aura  trois  surfaces  courbes  ,  ou 
trois  surfaces  de  polyèdres ,  qui ,  étant  rappor» 
tées  aux  trois  mêmes  plans  coordonnés,  déter- 
mineront, par  leur  intersection,  les  valeurs 
^  y  y  t  ^  qui  conviennent  au  problême.  Ces 
points  d'intersection  peuvent  se  déterminer 
par  les  projections  de  ces  surfaces  courbes,  ou 
de  ces  polyèdres  sur  les  plans  coordonnés ,  et , 
par  ce  moyen ,  on  ramène  la  solution  de  ces 
espèces  d'équations  à  celle  des  équations  à 
deux  variables ,  et  par  le  moyen  des  traces  nu« 
^[nériques  simples  tracées  sur  des  plans. 

Tel  est  l'apperçu  général  de  la  résolution 
des  équations  composées  à  plusieurs  variables 
par  le  moyen  de  l'application  de  l'algèbre  à  la 
géométrie. 

Les  géomètres  ,  n'établissant  aucune  dis- 
tinction entre  les  courbes  et  les  traces  numé- 
riques ,  considèrent  une  équation  quelconque 
comme  appartenant  à  une  courbe  géométri- 
que, mais  dont  on  ignore  les  loix  de  construc- 
tion. On  peut  bien  considérer  les  équations  de 
cette  manière,  et  il  le  faut  bien  quand  on  ne 
distingue  pas  les  courbes  des  traces  numéri-r 
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que^  ;  mais  alors  oa  rapporte  toutes  les  éqnsi'^ 
lions  à  des  chimères  lorsqu'elles  surpassent 
le  deuxième  degré.  Et ,  en  les  appliquant  toutes 
au  système  géométrique ,  on  fait  une  appli- 
cation étrangère  au  but  qu'on  se  propose  : 
car  toutes  les  courbes ,  ou  presque  toutes  les 
courbes  qui  surpassent  le  deuxième  degré , 
ne  sont  que  des  échafaudages  dont  on  se  $ert 
pour  déterminer  les  valeurs  corrélatives  des 
variables  ;  elles  ne  sqnt  donc  qu'un  instru- 
naent  général  dont  on  se  sert  pour  résoudre 
les  équations,  quelque  soit  leur  objet,  quel 
que  soit  le  système  géométrique  ou  arithmé- 
tique auquel  elles  appartiennent  ;  ejles  ne  sont 
donc  enfin  qu'une  algèbre  graphique ,  et  non 
pas  une  application  spéciale  de  l'algèbre  à  la 
géométrie.  C'est  sous  ce  point  de  vue  que  je 
les  considère. 

Les  courbes  ou  les  traces  numériques  ne 
sont  que  des  moyens  accessoires  pour  résou-» 
dre  les  équations  composées  à  plusieurs  va-- 
riables  ;  c'est  le  seul  but  auquel  je  tends. 

Je  considère  d'abord  les  équations  à  deux 
variables;  les  moyens  de  solution  qui  leur  con- 
viendront s'appliqueront  immédiatement  aux 
équations  à  plusieurs  variables. 

Je  considère  i**.  les  équations  dans  lesquelles 
une  des  deux  variables ,  y  n'est  qu'au  premier 


hV   CALCUt    Ï>ES   tJXÉQVKftOJX^.        At^ 

àegré  avec  une  foûctîon  quelconque  de  x  à 
un  drçré  quelconque  j 

2**.  Les  équations  qui  renferment  une  fonc- 
tion de  y  au  deuxième  degré  ^  et  une  fonction 
de  :r  à  un  degré  quelconque  ; 

3^.  Les  équations^  qui  renferment  une  fonc- 
tion de  ^  au  troisième  degré  et  une  fonction 
de  :r  à  un  degré  quelconque  y  et  ainsi  de  soi  te  # 

CHAPITRE  PREMIER, 

De  la  résolution  des  équations  qui  renferment 
j  àla  première  puissance  et  apec  u^jef^uc-^ 
tien  de  x  à  un  degré  quelconque^ 

,  •  » 

5179.  Lvs  équalîoos  de  cette  espèce  se  di-^ 
visent  en  deux  classe» ,  ht  première  renferme 
celles  ôà  y  n'a  pour  coefficient  que  des  quan^ 
titës. qo^Sttantes ;  et  la^eoo^nde  peiilepmecièïle# 
où  y  est  affecbé'd^uae' fonction  de^v    ''  ^  '  ' . 

La  première  sorte  renferme  les  équaftiofi» 
doÎKt  la;  fbrme  gé»érate  e$tr 

je  coi9isifièFe4'a)KMEid  |QKte3  le» ^acincA réelles; 
^Ues  ëquiviale^t  4041c  à 

^  =rï|j  [f à;  +  o  )  {x  +  i'X  X  +  e)  <  +  etc.  1 
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Si  on  traduit  cette  équation  en  une  trâdé 
numérique ,  on  voit  que  x  étant  successive-* 
ment  =  o ,  en  correspondant  aux  différentes 
racines  a  j  by  c  ^  etc.  cette  trace  ^  ou  cette 
courbe ,  coupera  l'axe  des  X  aux  points  x^  ^ 
^«  >  *î  »  €tc. ,  comme  on  le  voit  (  fig.  4  )  ;  et 
le  deuxième  membre  de  cette  équation  chan- 
geant de  signe  en  passant  d'une  racine  à  l'au- 
tre ,  il  faudra  que  la  courbe  aille  en  serpen- 
tant alternativement  au-dessus  et  au-dessous 
de  l'axe. 

Les  racines  se  trouvent  placées  selon  leur 
ordre  de  solution  ,  tel  qu'on  l'a  vu  dans  k 
preniière  partie.  Lorsqu'elles  sont  en  partie 
positives  et  en  partie  négatives ,  la  première 
est  la  plus  grande  racine  positive  ,  et  la  suite 
des  racines  va  en  décroissant  de  X  vers.  X%  et 
quand  elles  ont  francbi  l'origine  des  valeurs  A^ 
elles  sont  négatives.  Si  ellesétaient  toutes  né* 
gatives,  la  première  racine  serait  Ax^  (fig.  5), 
qui  est  la  plus  petite  ^n:  noitabre , .  comme  on 

l'a  VUi-   ^  •  ,'•:.• 

jr  étant  positif  ncbparVieut  à  la  valeur  zéro 
que  par  des  valeurs  qjui  décroissent  ,successi- 
vémelit,  et  cominè  après  avoir  franchi  zéro, 
il  devient-négatif,  îl  s'ensuit  •  que  sa- valeur 
continue  de  décroître-,  ^t  eii  continuant  de 
décroître  >  ses.  ordonnées  Valongent  d^ns  le 
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sens  négatif;  mais  comme  sa  yaleur  doit  redeve^ 
nir  =o ,  puis  positive ,  elle^croît  donc  de  nou- 
veau ,  et  elle  comipepce  à  croître  au  point  où 
son  ordonnée  négative  e»t  la  plus  grande;  de 
même  ,  elle  commence  à  décroître  au  terme 
où  son  ordonnée  positive  est  aussi  la  plus 
grande  ;  les  termes  d'accroissement  et  de  dé- 
croissement  sont  donc  des  maximum  ;  il  faut 
donc  avoir  recours  au  calcul  différentiel  pour 
ks  trouver* 

Soit  d'abord  l'équation  du  troisième  degré 

280.  y=^p  (^'  -f-  A  a?*  +  Bo?  +  C  ) , 
j'aurai  .        n 

-^  =  3jt^*  +  2  Aa?  +  8=0} 
dx 

ou  1  ai  ,  .  , 

1  \ 

pour  les  valeurs  de  à  qui  répotidénf  à  deux 
masùimïim.      -         v.,...      .\ 

On  peut  remaï^detVpie  le  ràdiôaf}  èôn tient 
ia  r^ektion  dé^  dëus:  coëfficiens  A  et  B  qui  eon^ 
vientient  au  trôisi^^  degrë  ]  ^t  eeaf  deiii  va- 
leur^ /corre^Qn^f^es  -au  maximum  sont  les 
mêmes  quelles  quasi -?. valeurs  exlr^iies  d^ 
équations  du  troisième  degré /à  TexcepU/^  d^x 
grand  radical  ^  damnée  oni'a  v|».  dans  la  pre- 
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filière  partie  (5t)  ;  car  on  a^ait 

et  Ton  a  ici  simplettiient 

La  première  de  eeei  d)^:(  v^^vr^  a^wtiefii 
à  un  minimum  ;  et  U  deuocièiiBe  à  ua  mam^ 
mum;  car  en  différentiant  de  nouveain  Tiëq^^" 
tioii»  j'ai 

d'où  j'ai ,  en  prenant  la  valeur  de  ar^  » 

*-- —  z=z  ^r  r^ 

dx"^  ^ 

et,  en  substituant  celle  de  x^  ,  j'ai 

j'ai  4ftnç  WB^trace.d*  U  êat^fa  JteUe  quW  k 
voit  (  fig.  6  ) .  Le  minimum  P  M  serai  (un.  ^sauf*^ 

•  y  )e=s.gf.-.4,"' po(;.»S:t^  A<*».Jf.  'Bir  ^  C^  y 

en  j^4ttfeS<ftftaffitt  piiinSr-âr  îa^retoière  dès  deux 
•vakttiri:,  '•-'''■  ■'•  '•'■-    '•  ■  •■•■'••    •  ■■"    ■■   ■ 
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la  fonction  de  x  m'aurait  donne  un  résultat 
négatif  72^  et  j'aurais  eu  *i       ;      - 

dans  ce  cas,  en  prenant  AB^r^  et  mettant 
Torigine  des  valeurs  en  B ,  on  aurait  eu  }>our 
le  minimum  -^ 

et  pour  le  mamhnîm  -  .     '       •         '\  "^    h 

j.  =  ]S'P'  +  P'M'  =  N'M';  i. 

la  première  est  alors  la  plt^s  petite  des  ordon- 
nées ,  et  la  deuxième  la  plus  grande ,  dans  la 
latitude  des  racines  ;  car  avant  la  première 
racine  et  après  la  dernière,  la  trace  numérique 
ou  la  courbe  n'a  plus  de  variation  d'inflexion. 
281.  Pour  trouver  les  variations  d'inflexioa 
qui  n'appartienqeiit  pas  aux  nfoximism  y  ou 
pour  trouver  ce  qu'on  appelle  les^ppints  d'in- 
flexion ,  jç  fais 

dry 


'  '    *  dx  .     .  ' 


css  O 

d'où  j'ai 


»  t 


Ce  point  est  plus  éloigné  de  l'origine  des  va*- 
leurs  que  la  pt^mîère  rûcii(e>  et  que  le  mini^ 
mum  PM,  él'il^nestpbuspi^aquè  le  maxi-» 
mum'P^'Mfi  il^st  donc  entre  le  maximum  et 
le  miniffium,  ...     '^  •    '^ 

"27 


Il  n  y  a  dans  ce  cas  qu'un  seul  poiat  d'in- 
flexion 9  parce  qu'après,  le.  masinwnè.  P^  M' la 
courbe  coupe  Taxe  au  poiat, de  la  dernière  ra- 
cip.e  et  n'a  pIus<«aucMne  yariation  d'inclinai- 
çon, .  \    ^ 

âSa.  Soit  maintenant  l'équation  .du  qua- 
trième degré 

yr=p(«<  +  A»»  +  B**  +  Cv«  +  D)  , 
j'ai  -        .    - 

^  =  4*' +  3  A«*  +  2 Bar  +  G  =  o, 

«lU  '  ■  ■•■■'  ;  ■ 

«»  4- ÎAi;»  if  iBa?  +  fC  =  o; 
j^ai.pour  cette  équation  du  troisième  degré 

=  — H(3A^~8ABif  ï6C). 

On  voit  que  le  radical  cipîgînel  contient  la 
relation  de  A  et  B  qui  convient  au  quàtifiè'mé 
degré ,  et  que  la  valear-de^€  contient  égale- 
loen  t  la  relatiia^  0^,  t^ois  |f i^e^f^rai  içoëlSciens 
quiçonyiennçi|^é^ç<ft^n;;^ttqwtr^illpd^fe; 
on  a  en  oojo^^tg^^flcp  p/c^qr  Je^  tfpiu,  quasi -va- 
leurs de* ,  d'i^^sift  formula  gfin^^l^da  troi- 
sième degré  ci-dessus  (i63),  premî^ç  ptorlîe  » 


-) 
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En  substituant  sucçe^siv.epient  ç^  (rois  quasir 
valeurs  dans  la  proposée 

on  aurait ,  pour  la  jiremière  et  l$i  dernière  va- 
leur de  /  ,  des  quantités  néga(;iYes  ,  et  une 
quantité  positive  pour  la  valeur  moyenne  à^^\ 
ainsi  la  courbe  ^\^tsàl  un  maximum  compris 
entre  deux  minimum  ^  et  on.  aurait  la*  tr^ce 
numérique ,  telle  qu'on  la  voit  (  fig.  7  ). 

283.  Pour  prendre  les  points  d'inflexion , 
je  différentie  de  nouVc^au ,  j'ai 

-pi  =  laa?*  4- 6Aa? -f- » B  j 
ux 

en  faisaut  cette  valevr  ^  o ,  j'ai  pour  les  deux 
points  d'inflexion ,       . 

Qa  vqU  qu'il  y  aap^;d«LU  poipf»  d'ipRexibn^ 
le  pr^mijer  pli^  l^ia  4$  l  çHgio^  «t  que  k  pre« 


mier  minimum  P  M  ,  et  le  deuxième  plus  prés 
que  le  deuxième  minimum  P'M'.  Ainsi  la  trace 
numérique  a  deux  inflexioilis  comprises  entre 
le  premier  et  le  dernier  minimum. 

En  gênerai ,  on  peut  voir  que  quand  toutes 
les  racines  sont  réelles ,  il  y  a  autant  de  maxi^ 
mum  ou  minimum  qu'il  y  a  de  racines  dans 
Téquation  moins  une  ;  et  autant  de  points 
d'inflexion  qu'il  y  a  de  racines  moins  deux. 

Si  je  différentie  Téquation  proposée  une  troi* 
sième  fois ,  comme  les  deux  premières^  j'ai 

d'où 

â?  =  —  ^A. 

284.  On  voit  qu'à  cTiaque  différentiation , 
si  on  fait  =  o ,  les  expressions 

dy    d'y    d^  y      ' 
dx'  dx^'  dx''  ^^'' 

les  valeurs  qui  en  résultent,  pour  jt,  perdent 
successivement  .un  radical  de  tous  ceux  qui 
entrent  dans  la  formule  de  solution  de  la  pro- 
posée ;  mais  que  les  radicaux  qui  restent  ren- 
ferment' toujours  des  relations  de  coêffîciens 
qui  appartiennent  à  l'équation  proposée  ; 
qu'enfin ,  à  la  dernière  diÂférentiation ,  on  a, 
pour  ^j  une  valeur  qui  convient  aux  racines 
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toutes  égales ,  et  qui  est  dépourvue  de  toute 
fonction  qui  constitue  rinégaiité  des  racines. 

285.  On  peut  remarquer  que  ces  différentes 
valeurs  naissent  de  l'inégalité  des  racines  ;  elles 
sont  toutes  en  fonctions  de  radicaux  qui  déter- 
minent rinégaiité  des  racines.  Ainsi  la  méthode 
générale  de  solution  qu'on  a  développée  danâ\ 
la  première  partie ,  détermine  tous  les  points 
d'intersection  des  traces  numériques  avec  la 
ligne  des  Xj  et  les  équations  qu'on  obtient 
des  expressions  différentielles  qu'on  fait  =  q, 
déterminent  toutes  les  variations  d'inflexion 
qui  résultent  également  de  l'inégalité  des  ra- 
cines, 

a86.  Quand  les  racines  sont  toutes  égales , 
Téquâflon  générale  équivaut  à 

4ans  cette  expression  y  ne  peut  être  qu'une 
fois  =0;  si  i7t  est  pair,  il  ne  cesse  pas  d^étre^ 
positif,  s'il  est  impair ,  il  ne  passe  qu'une  fois 
du  négatif  au  positifs 

Pour  obtenir  les  massimum  de  cette  courbe  ^ 
je  fais  la  première  différentielle  =0,  j'ai 


^=^em(:c  +  a)-')  =  o^ 


d' 


ou 


0^=5:  —  a» 


4^^  TRAiré  iStÉMtir^AtRE 

Si  je  substitue  cette  valeiit  dans  les  différen- 
ti allons  successiTes , 

— -^  z=z  m.m  —  tp{x  +  a )*""• , 
et"  y   .  ^ 

-~ —  CES»  171 .1)1  *•—  I  «Tn  -*^  3l*IW*— •  3**«4«I«p9 

I 

elles  seront  toutes  égales  à  zéro^  excepte'  la 
dernière  qui  ne  contient  point  de  fonction  de  x. 

Maintenant ,  si  m  est  pair ,  là  dernière  ex«> 
pression  différeptielle  est  paire ,  et  comme  elle 
ne  peut  pas  être  r=  o  et  que  sa  valeur  fit  po- 
sitive ,  il  s'ensuit  qu'on  a  un  minimum  9  et 
qu'il  n'y  a  point  de  point  d'inflexion. 

La  valeur  j^  =  ^—  a ,  qui  correspond  au  lieu 
du  minimum ,  étant  substituée  dans  l'équation 
proposée 

^  —  p  (  ^* ,  etc. , 

donne  y  ==0;  oh  a  donc  une  courbe  ou  une 
trace  dé  la  forme  représentée  par  la  fig.  8. 

Si  m  est  impair,  l'avant-dernière  expression 
différentielle ,  qui  est  paire ,  étant  la  dernière 
qui  puisse  être  =0 ,  il  s'ensuit  qu'on  n'a  qu'uu 
point  d'inflexion  et  point  de  maximum  ;  on 
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a  donc  une  courbe  ou  une  trace  de  la  forme 
représentée  (  fig,  9). 

On  peut  remarquer  que  ^  si  /?»  =  1  ^  la  tracd 
numérique  sera  une  véritable  courbe ,  ce  sera 
une  parabole  qu'on  peut  coQ3tPuire  géométri- 
quement, et  non  pas  par  points. 

287.  Supposons  maintenant  que  la  fonctioa 
de  jc  de  l'équation  proposée  »  contienne  des 
facteurs  imaginaires ,  je  considère  d'abord  que 
la  fonction  de  x  n'est  que  du  troisième  degré  y 
l'expression  des  deux  valeurs  de  x  qu'on  a  ob- 
tenues pour  le  maximum 

indique  qu'il  y  a  eAcore  un  minimum  et  un 

maximum ,  si  y  A*— 3B  est  réel,  et  qu'il  nf 
en  aura  point  s'il  est  imaginaire  ;  car  l'expres- 
sion imaginaire  indique  ,  par  elle  -  même , 
qu'on  a  commis  une  erreur  en  faisant 

dv  ' 

d'où  elle  est  rëaoltée.  Mais,  dans  tous  les  cas,  on 
aura  un  point  d'inflexion ,  parce  au'eu  faisant 

on  a 

fû  —  ...  '   A 
•*  —        T^  > 

qui  est  toujours  réel* 
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On  aura ,  pour  ces  différens  cas ,  des  traces, 
numériques  qui  seront  représentées  par  les 
fig.  109  iz,  1:2,  i3;  les  traces fig.  10  et  ïi  ap- 
partiennent au  cas  où  V^A* — 3B  est  rée! ,  la 
première  des  deux  quand  x^  est  réel ,  et  la  deu« 
zième  quand  c'est  Xy  Celles  fig.  laet  r3  appar- 
tiennent au  cas  où  \/a' — 3B  est  imaginaire , 
la  première  des  deux  quand  x,  est^  réel ,  la 
deuxième  quand  c'est  la  troisième  racine  x^. 

288.  Je  viens  maintenant  au  cas  où  la  fonc- 
tion de  X  de  la  proposée  est  du  quatrième  de- 
gré, en  faisant 

dy 

pour  avoir  les  maximum^  on  obtient  une  équa- 
tion du  troisième  degré ,  comme  on  a  vu  ci- 
dessus  (îiSa)  ;  si  ces  trois  valeurs  sont  réelles, 
on  aura  trois  maximum  ou  minimum ,  comme 
dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  la  propo- 
sée sont  réelles.  En  différentiant  une  seconde 
fois  ,  les  deux  valeurs. qu'on  obtient 

x=-f(A=FV^A^-|B) 

annoncent  qu'il  y  a  encore  deux  points  d'in- 
flexion. Les  fig.  i4  et  i5  indiquent  la  forme 
que  doit  avoir  la  trace  numérique  dans  ce  cas. 
La  première  des  deux  est  pour  le  cas  où  U 


1  ; 

1  •  ; 

;  I 
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fonction  de  x ,  dans  la  proposée  a  deux  fac- 
teurs réels  et  deux  imaginaires  ;  et  la  deuxième 
est  pour  le  cas  où  elle  a  ses  quatre  facteurs 
simples,  ou  ses  quatre  racines  imaginaires. 

On  peut  toujours  s'assurer  immédiatement 
de  ce  cas  par  la  relation  des  coëfficiens  de  la 
proposée  ;  il  faut  pour  cela  qu'on  ait  à  la  fois 

A*  — fB>o, 
a(A*  — }B)  — (aA^  — 8AB+  i6C)>o, 
2(A»  — |B)-h(aA'  — 8AB+  j6C>>o, 

d'après  la  formule  ci>dessus  (282). 

Si  l'une  de  ces  deux  dernières  inéquations 
était  négative  ,  il  y  aurait  deux  racinjes  imagi-' 
naires  dans  l'équation  des  maximum  ,  il  n'y 
en  aurait  qu'un  seul ,  et  il  est  nécessaire  qu'il 
y  en  ait  un  ;  parce  que  l'équation  des  maxi- 
mum ,  qui  est  du  troisième  degré ,  a  nécessaire- 
ment une  racine  réelle.  Les  fig.  16  et  17  ex- 
priment la  forme  de  la  trace  numérique  pour 
ce  cas;  la  première  des  deux  convient  au  cas 
où  la  proposée  aurait  ses  deux  premières  ra- 
cines réelles ,  et  la  deuxième  au  cas  où  elles 
seraient  toutes  imaginaires. 

Si  V  A*  —  |B  était  imaginaire,  il  y  aurait 
toujours  un  minimum  ;  mais  l'expression  des 
points  d'inflexion 

a:  =  —  ^  (  A  =p  \/a»~|B) 


r 
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indique  qu'il  n'y  en  aurait  point  ;  mais  k 
troisième  différentielle 


y  _ 


d  x^ 


Q^X    ^     6   A    y 


étant  =0,  donne  x — ^^A,  qui  est  toujours 
réel  ;  cette  différentielle  appartient  au  seul 
maximum  qui  reste  ^  et  la  différentielle  d'un 
degré  pair 


dx^ 


24, 


qui  a  une  valeur  positive ,  indique  que  c'est 
un  minimum.  Ainsi  ,  dans  ce  cas ,  la  courbe 
ou  la  trace  aura  la  forme  que  l'on  voit  (  fig.  ï8 
et  19). 

La  première  des  deux  est  encore  pour  le 
cas  où  la  proposée  aurait  deux  racines  réelles, 
et  la  deuxième  pour  le  cas  où  toutes  ses  racines 
seraient  imaginaires. 

Ces  deux  courbes  ne  diffèrent  pas,  qua^* 
aux  variations  d'inclinaison  ,    de  la  courbe 
(  fig-  8  ) ,  qui  appartient  à  une  fonction  de  ar, 
d'un  degré  pair  dont  toutes  les  racines  sont* 
égales. 

289.  Je  passe  à  l'équation  qui  contient  une 
fonction  de  x  du  cinquième  degré ,     . 
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jai 

CL  ^ 

d'où  rëquation  des  maximum  est 

;t^  +  fAAT*  +  |Ba?*  +  f  Cat  +  jD  =  o; 

le  radical  y  A'*  —  f  B'  du  quatrième  degré , 
devient 

la  petite  quasi-valeur 

^  =  i(A'  — 3V^A'*— fB% 

devient  

=  |(A  — 3v^A'-iB; 
en  diffërentiant  encore  ,  j'ai 

J'y 

— —  =  3o  or'  +  12  A  :c'  +  6  B  x  +  a  C  , 

qui  donne  9  pour  Téquation  des  points  d'in- 
flexion , 

jir^  +  o,6AAr*H-o,3Bflp  +  o,iC  =  o; 
le  radical  \/À'*— 3B'  du  troisième  degré,  devient 

la  quasi-valeur 

^=x  j  (  A'— fl  v/rrziF), 

devient 

'^  =  t(A  — av/A^  —  ^B. 
Je  ne  chercherai  point  à  trouver  les  relations 
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des  autres  coëfficiens  ;  mais  ,  d'après  ceci  et 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  dans  ce  cha- 
pitre, on  peut  conclure  cette  régie  ge'nérale. 

290,  I  \  li'équation  des  maximum  d'uneéqua- 
tîon  proposée  d'un  degré  n ,  est  du  degré  tî—i; 
ses  quasi-valeurs  dans  le  calcul  des  inéquations 
sont  exprimées  par  les  formules  dcsolutiondii 
degré /î — i  ;  mais  les  relations  des  coëfficiens, où 
les  valeurs  de  ^ÎB,  S^ ,  iSD,  etc.  qui  entrent  dans 
ces  expressions  ,  sont  celles  qui  conviennent 
au  degré  /»,  et  le  dénominateur  général  du  pre- 
mier coefficient  A,  et  de  tous  les  radicaux estm; 

2^.  L'équation  des  points  d'inflexion  est  du 
degré  n— a  ,  ses  quasi- valeurs  sont  également 
exprimées  par  les  formules  de  solution  du  de- 
gré /z — n ,  et  les  relations  des  coëfficiens,  dans 
ces  expressions  appartiennent  encore  au  degré 
m,  et  le  dénominateur  général  est  encore  m; 

3*.  Il  en  est  de  même  des  équations  qui  résul- 
tent de  toutes  les  différentiatîons  successives 

f 

qu'on  fait  =0 ,  et  qui  appartiennent  aux  mat^ 
mum  des  racines  qui  suivent ,  si  le  degré  diffé- 
rentiel est  impair,  et  aux  inflexions  qui  suivent 
si  le  degré  différentiel  est  pair.  De  sorte  que  les 
formules  de  solution  que  donne  le  calcul  des 
inéquations  peuvent  servir  aussi  à  déternam^' 
toutes  les  variations  d'inclinaison  de  leur  trace 
numérique. 
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izQl .  La  deuxième  sorte  de  courbes  ou  traces 
numériques  appartient  a;ux  équations  dans  les- 
quelles^ est  affecté  d  une  fonction  de  x  quel- 
conque ;  je  prends  d'abord  le  cas  le  plus  sim- 
ple ,  cehii  où  lé  numérateur  du  deuxième  mepi- 
bre  de  Téquation  n'est  qu'une  constante ,  tel 
que 

-  .__.  P % 

^       «"*  +  Aa;"-'  +  B<-*. +  N  ' 

«ni  les  racines  sont  toutes  réelles,  elle  équi« 
Vaut  à 

y  = 


V  i'i 


(x  +  a){x  +'b){x  +  c), . . .  etc. 

Danâ  ce  cas  il  est  clair  que  le  dénominateur 
sera  =  o ,  et  par'conséqiient'j^  infini  toutes 
les  fois  que  là  valeur  de*  x  tombera  sur  une 
des  ràciiiés  dé  la  fonction ,  il  changera  héan* 
nioinis'  de  signe'  en  passant  d'iine  racine  à  l'au- 
tre ;  la  courbe  pu  la^r^e  numérique  devra 
avoir  la  forme  telle  -^^Vn^Uâ  voit  (fig.  ao  )• 
Le  p;a3d^e  d'uneTraciseià  raùtre  est  déter- 
miné pacdeux^asj^mptotes' qui 'Oiit  une  dîi'ec- 
tion  opposée.  Ainsi  l'ordonnée  la  plus  près 
de  x^ ,  av^i^t  d  y  arriver  ^  est  encore  positive  ; 
mais  comme  elle  est  le.plM3  près  possible  dvj, 
poiut  où  le  premier  facteur 

.,;,  («  +  a)  =  o. 


elle  est  donc  la  plus  grande  possible  ;  c  est 
donc  une  asymptote  positive  y  immédiatement 
après  quand  x  ^  fraQçhi  la  yalenr  de  la.  pie* 
raière  racine ,  TordaAuée  qui  est  la  plus  prè 
de  ce  terme  est  négative  ;  mais  comme  die  est 
infiniment  près  du  terme  où 

X  +  a  =  o  , 

elle  forme  donc  une  asymptote  dans  une  di- 
xection  opposée  à  la  première.  Le  même  rai- 
sonnement a  lieu  pour  le.  passage  des  autres 
racines. 

Ensuite  ,  quand  ht  courbe  a  franchi  la  lati- 
tude de  toutes  les  racines,  eUe  «e  prolongea 
droite  et  à  gauche  par  deux  asymptotes,  encore 
opposées  qui  s'approchent  toujours  de  laxe 
des  X  y  sans  jamais  l'es  toucher. 

En  effet ,  dans  ce  cas-rci  où  toutes  k3  rtpi"^ 
sont  supposées  n^atives ,  quapd  Jr  =  o>  ^^* 

^^—~r —  =  AC; 

si  on  augmente  x  sueeèssifvenieiit  «N^  1^  ^' 
xection  positîye  ^  le^  diédqminateuir  ^tt  1^  f^' 
duit  de^'fa^teucs  .   i 

■  (x  +  a)  (x-i-  b)  (x  +  é)     ■ 
croîtra  successivement,  et  irien  ne. pourrai'' 
miter  Taccroissement  qu'on  pourra  lui  aon- 
ner  ;  la  valeur  d6^  décroîtra  donc  danslatûc- 


» 
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mè  proportion ,  la  trace  numérique  s'appro- 
chera donc  constamment  de  Taxe  des  x. 

ïl  en  sera  de  même  vers  les  x  négatifs  quand 
y  aura  franchi  toutes  les  racines^  les  facteurs 

(x  +  a){x  +  b)  etc. 
formeront  encore  un  produit  qui  ira  toujours 
tn  croissant,  il  en  résultera  par  conséquent 
une  autre  asympjtqte. 

L'équation  la  plus  simple  de  cette  espèce  est 
ceUerci 

P 

X  +  a 

la  trace  numérique  qui  en  résulte  çst  une  vé- 
ritable courbe ,  c'est  l'hyperbole  rapportée  à 
8^3  asymptotes,  (jGlg.  2i  )  ;  elle  ^  une  origine 
géométrique.    , 

On  voit ,  par  la  nature  de  l'équation  pro- 

•  If          .  .  »    »   » 

posée ,  que  les  maximum  de  la  fonction  de  a? , 
ptîse  isolément,  étaût  au  déndminateur  for- 
meqt  des  minimUM^^t  réciproquement. 

Quant  aux  racines  ituaginaii^^^èn  voit  que 
tottt^i^les  fois  qu  il  y  àl9ès  racines  imaginaires , 
il  n'y  a  point  d^âSymptotes  correspondantes 
à lettr valeur:'   -'î'    .  >  '[ 

Èri  général  ,•  lés  asymptotes  tiennent  ici  lieu 
de  Hutersection  de  l'axe  quand  la  fonction 
de  X  est  au  nuttiératèùr  ;  le  reste  suit  la  même 
loi ,  mais  toujours  dans  un  ordre  inverse. 
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Enfin  je  viens  à  l'équation  la  plus  conipli* 
quée ,  et  qui  est  de  la  forme 

_j7(ar''  + Ax""'  +  Bar"-*; -fS) 

'^'^gix''  +  A!x'^'  +  B'i"^^^ +  H') 

Dans  la  trace  numérique  qui  résulte  de  cette 
équation ,  les  racities  soit  qu'elles  soient  au 
numérateur  du  au  dénominateur;  suivent  leor 
rang  numérique ,  de  sorte  que  celles  do  dé- 
nomitiateur  viennent  s'intercaler  entre  celles 
du  numérateur  ,  pour  prendre  la  place  qui 
leur  convient ,  et  forment  des  asymptotes  au 
lieu  d'intersection  de  l'âxe.  Soit  donc  Téqua- 
lion  suivante  ,  décomposée  eusses  facteurs 
simples:        ' 

_p(x'^a)(x  +  b)(x  +  d)  (x  +  f  )  (or  +  A) 

^  ~    (x  +  c)(x+f){x+^)X^  +  î)  (^  +  ^) 

l'ordre;  alphabétique  des  lettres  a,  è>  c,  d,  etç» 
y  ^uit  le, rang  numérique  d^  racines,  oo  doit 
avoir  une  trace  numériquiede  la  fornie  repje*. 
sentée  (- fig^  aa  )  ;  elle;  se,  treripine  pariiuc 
asymptote  le  long  de  l'axe  des  x  négatifs  ,p^ï<î^ 
que  la  dernière  racine  est  aa:[<^«ttominateur; 
il  y  en  aurait  eu  une  de  même  le  long  des  s. 
positifs;,? si  la.  première rraçine[ 07.+  a  wt  ^te 
au  dénominateur.  .  « 

Pour  faire  voir  que  c'est  ain^)  que lesfaçip^^ 
se  disposent ,  il  suffit  d'observer  que  la  valeur 


' 
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vdu  numértdteur  nechange  désigne  qti^auUea 
où  tes  rapines  du -niiiniïrateur  coupent  Faxe 
des.^^cissés ,  quand  le  nûfnëratéup'±s^o ,  par 
^^^pf#$îMon  de  X  égal  a  uhe  racine,  t^' dé- 
noi^ii^tc^  a  toujours,uRe-yâieur  quéloonqué, 
a  moins  qu'ait'  ne  s  jr  trouve  la  même  racine 
qU:aa:mit[Uérateur  r^jdaBsce^ois  la  fraction pro- 
|)p^,  0.  un  iacteoT^oomùusB  qu'on  ffritdispa^ 
raître»;!^  i^xsotiuMnBnte&t.le'méme  pour  les 
r&cif^8ii4widmQtàijaeàïeniiy>  leilieu  de  leurs 
asyi)^p$ot^)ésti  au^  iniEdrrable;  que  belqi  de 
l'^Xe^ectà^fxd^  Taxe  pomr  les  racines  du  nu- 
XQjér^teitrt :  .-   '  :■:  ?.".'■''*      ' '• 
.  ■  JL  ;^'^|)  :  ^3t  pas  de  même  des  maximum  y  des 
pajints  d'iaflextoa,  etc.:  oeulsc  du  nùipérateuir 
^Qi^t  iQCidifiés  par  cfeinduidéiiominateui^^  e^ 
réciproquement.  Il  peut  arriver ,  panexemple  \, 
5}i^:Jie  tlîteUid'sau  minimimy  au  numérateur  ^ 
r^ppudH  .9ii  '  dénominateur  '  à  un  pc»nt  très^ 
prè9[  4ë  :1a  ;yaléiir  d'une  racine  qui  rendit  le 
iréf^t|lil^Cdu*4^nQlnii3i^teiir  assez'  petit  poiir  for^ 
mer  un  maximum  au  lieu  d'un  minimum. 

Pour  avoir  tous  les  points  de  la  variation 
d'inclinaison  de  cette  ti'àce  ,  il  faut  différenai' 
tier  successivement  la  fonction  de  x^  l'équa* 
lion  des  maximum  se  trouve  être  du  neuvième 
degré  ;  en  effet,  cette  fonction  ayant  dix  ra- 
cines différentes ,  est  réellement  du  dixième 

â8 
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degré  :  il  a  suffi  pour  trouver  ces  dix  racines 
d^  résoudre  séparément  les  deux  équations  du 
ciaqi«ièffle-degré9.du:  nbmérateur  et  du  dëno- 
^nioat^ur  ;  mais  il  n  en  est  pas  de  âiéme  pour 
trouver  les  maximum  ^  leur  posilk^h  éëpend 
.d0  l'epaeniUe  de  toutes  les  racines. 
.    On  Toit  déjà  «omme  le  calcul  diffiërenltel 
.^r-compose  les  fooctiona^^  os  serait  bienantre 
.diosie  i  sh  le  numérateuB  et  le  déilominatetir 
.contenaient  des  r^dûatuiv  On^verrft  ^oiMnent 
on  .peut  se  passer  de  ce  moyeil  ^^  dfai  eondbttt 
il  des  résultats  senvem  Irès-complî^fué^/^aild 
les  fonctions  de  variables  sont  à  un  degré  un 
peu,  élevé*  L'on  venr^ipie  lesibrinulès  de  so- 
lution qui  ont  été  exposées^  daos^  ta  prennefé 
part»  suffisent  pour  déveléppefr  lar  ihéone  des 
courbes  de  tous  les.  de^pués. 
,    Je  '  me .  suis  étend»  sur  ce  pvetmer  cliâ^i toe , 
q^i\  considéré  d'une  manière  isolée  /nef  pré* 
sente  pas  un  grandi  bnt>  é'ulîlité  ;  ^mai^  ici  il 
sert  d&  base  à^  ta  Nsohuioa*  -des  équations  des 
différe&ft  dég^éSi       i .  •  , 


f. 
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CHAPITRE  IL 

De  la  résolution  des  équations  dans  lesquelles 
Ùhè  deè  detlst  i^ariablés  rie  se  troupe  qu'au  ^ 
premier  et  au  deuxième  degré ,  et  l'autre 
à  un  degré  qûeleoû^ièe^ 

292.  Ce  chapitre  commence  aux  équations 
qui  sont  du  second-  seéûnd degré  ;  c'est-à-dire 
<|léfk&  ait  X  et  jr  sdnt  à  la  première  et  â  la 
àeiAièixit  puisMfi^e*  Celles  qui  ne  contiennent 
que  ^  à  }a  première  puissance  se  trouvent 
conaprist$  dans  le  chapitre  precëddnt. 

rRBMiàRE  SECTION. 

M 

1 

...      1  '  .  ■ 

J)e  ta  nêsçhaion  des  équaêi'Ons  du  second^second 

degré. 

Cbtte  preniièré  ^ectioa  appartient  aux  se^ 
tions  [coniques ,  parce  que ,  quelle  que  soit  la 
iov^^à^  UéquatiQO ,  on  peut  toujours  la  rame- 
née Â  tnkrde  celtes  qui  expriment  les  loix  de 
4CvéaUQn  de  cetf  oourbes^^éàmétriqùes.  Gomma 
fifkon  but ,  4atiS  cet  ou vitage ,  n'est  que  de  tra-- 
4uire  leis  .équatioAS' en  ëei^iture  ^phit^e^  je 
ike  les^  considérefat  ^e  i6uà  ce  point  de  rue. 


r 


Soit  donc  réquation  générale  du  second - 
second  degrés  i  i  .  ^ 

y*  +  Ax^  +  Bx*  +  Cj^  +  Ex  -t-  F  =q;  .^ 

en  regardant  x  comme  une  quantité  co^yauc, 
j'ai  I^â  deux  valeurs  suivantes  :.     ., 
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3.  293.  Ce  coefficient  (  A» -^  4  B  )  «^  fema'- 
quable-,  il  exprimé  la  .relation  des  deux  pre^ 
miers  coéfficiens  qui  conviennent  au  degré  de 
l'équation  ."'Le  dèM&r'ldri*e  t5*-i^4F  exprime 
la  même  relation.  On  remarquera  la  mèiBe|o> 
«fetts  lès  dégrés  pltis  éïèVéè;  rappelle  f  le  Coeffi- 
cient A»  —  4  B ,  et ,  ^Ouî*  donner  à  l'équation 
la  forme  convenable  au  point  de  vue  sous 
lequel  je  la  considère  i  ' j*èxf>rtme  les  valeurs 
dey  de  la  manière  suivatilei:         •/   , 

Je  construis  la  partie  rationnelle  du  deuxiert 
membre  en  prenant  du  point  A  {  fig*^3)>^^f 
gine  des  valeurs,  la  ligure  ACœ^^A  ;^pô^ 
tenant idii  point  C  la  lignô-FB,  fei^a^  «^ 


BU   CALCUL   DES   INÉQUàtlONS.        '437 

-1  a±e.aes  A^  un  angle^doat  la  tangente  ^=±^t  A', 
^cette  ligne  est  la  trace  numériqtie  des'ëqua^ 
'^tioDs  du  premier  degré ,  elle  sert  d'axe  à  la  trkcb 
numérique  qui  résulte  de  la  fonction^  coni^ 
-prise  sous  le  radical. 

a^.  Quant  à  cetle  fonction ,  il  faut  distin* 
quer  4tfférens  cas ,  i^.  si  les  .deux  racines  soût 
du  même  signe;  si  elles  «ont,  par  exemple^, 
toutes  deux  négatives ,  j'aurai  d'abord  un  pro^ 
duit  positif  en'substituant ,  à  la  place  dé  x^  des 
valeurs  négatives;  depuis  zéro  jusqu'àlai^ûcori»- 
tre  de  la  plus  petite  racineen  nombre  = — or, 
mon  produit  sera  nul  ;  puis  en  faisant  croître 
jc  négativement,  le  produit  changera  de  signe', 
-et  j'aurai  une  expression  imaginaire  jusqu'à 
la  rencontre  de  Tautre  racine  b ,  qui  me  don- 
nera encore  un  produit  ^=o  i  après  quoi  j'au- 
rai, de  nouveau,  un  produit  positif  et  qui  ne 
cessera  pas  ,dc  l'être,  parce- que  j'ai  franchi 
toutes  les  racines  ;  d'un  autre  côté,  si  je  doun^ 
à  X  des  valeurs  pQsitives ,  je  qe  cesserai  pas 
d'avoir  un  produit  positif  toujours  croissant, 
j'aurai  donc  deux  branches  opposées ,  dont  la 
première  commencera  en  H  au  point  corres- 
pondant à  â?  =  — a,  et  l'autre  en  H'  au  point 
où  ji;= — ô;  la  partie  BG  de  l'abscisse =^-^0 
comprise  entre  H  et  H'  correspondra,  à  une 
tra«e  imaginaire.  Chacune  des  deux  branches 
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aura  k  chaque  point  de  ¥ne  F  D  deux  oràan^ 
Jtée^  opposées  égales  à  cause  du  dmiUe  signe 
du  radical.  CtUe  ocnirhe  est  ce  qu  on  appelle 
hyp^rbafe* 

Maintenant  si  j'ai  égard  à  la  trace  imaginaire 
comprise  efitr^  H  et  11%  çeUe  trace  .est  une 
cpurbe  fermée  qfii  est  également  coupée  eir 
deux  parties  égales  ;  elle  appartient  k  \0Uip4e  : 
on  Ta  représentée  ponctuée  sur  Is^  %ure, 

dg5«  q!".  J'ai  supposé  que  le  çoëlj^çiiePt  p  ou 
J^*— 4B  était  positif;  s'il  était  négalil)  alors 
X ellipse  serait  la  courbe  réelle  de  1  equatio»  ^ 
et  les  deux  branches  h]fper)>aliquea  en  deyiea* 
draient  U  partie  imaginaire* 

On  peut  remarquer  inaintenant  une  1  en^ 
semble  des  parties  réelles  et  imaginairea  fe  la 
courbe  forme  un  entrelaceipent  des  deux 
.courbes  qui  résulteraient  de  la  fonction 

et  de  la  fonction 

296.  3**.  Si  le  coefficient  A*— 4B  était  =0, 
il  ne  resterait  que 

vlUi  trace  qui  en  résulterait  n'aurait  plos  qu'une 
jseule  intersection  avec  Taxé,  il  eo  résulterait 
la  parabole  (  fig.  d6)« 


I 
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A''^ Si ieddeux  racine^ ^uiradieârl ^tatetit  de 
sigpq  tiyiff^ren t  ^!  si  IW  arait  ^  par  élceÉilj^lé  /  :  ' 

la  courbe  serait  également  une  hyperl?Ql(^ 
avec  />  positif,  et  une  ellipse  avec  p  négatif  ; 
mais  le  centre  des  valeurs  A  »e  trouverait 
placé  entre  les  deux  branches  byperbolicjuès 
(fig.  ^^y\  caf  en  supposaint  dés  valèui's  posi- 
tive^  à  Xj  depuis  0  jusqu'à  la  reqcontçe  de 
là  '  i*acittë  5 ,  ôrt  adràît  uni  produit  négatif'.: 
après  ée  terme; les  pfoduïts  seront  toujours 
positif^,  il  en  résultera  *donc  une  prediîère 
branche  qui  aura  Sôii  origine  en  ÏT/à  une  dis- 
tance correspondante  AG=6 ,  et  qui  s'étendra 
infiniment  vers  les^'pCMsîtiis;  d^tih  ao^re  côté> 
en  supposant  à  x  des  valeurs  négatives ,  de- 
puis o  jusqu'à  la  r^i^coiiire  de  ta  ts^c'me  \    '  X 

on  aura  encore  un  produit  négatif,  après  quoi 
ce  pi'p^v^it  ^e^f^Tpi^if  et  ne-  oesserfi  I^S'^de 
l'être  ^  ça  aur^  d'Qxfc  ei»C€preuaeatittre  braaich» 
vers  lef  x  négatiD^^  qui  aura  sèn  .originel  ^d^ 
à  une  distance  correspondante  AsBezo  ^<*;)ida 
sorteque  la  pQrtioR-de  l'^abscis^e^BG ,j3u  dç 
Taxe  HH'  correspondante  aux\abscisses  imagi- 
uaires  ,  sera  égale  à  la  somitaé  dëS"clèl»x  ra- 
cines a  et  b  y  tandis  que.  dûtts  le  pl?^mier  ciw 
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eUe)g'^tai/t  ^ale  qu!à  lear-diffërence  :  c'-eflitea 
quoi  seulement  différent  cesnleUx  courbes.  ' 

297  «  5"*.  Enfin,  si  ïa"fôhctioil  de  x  sous  le 
radical  n'est  pas  decomposable  en  deux  fac-> 
teurs  simples ,  elle  se  ramènera  à  la  foroiç 


^  ■  • 


V'f[(^4-a)^  +  g^]; 


alors  les  ordonnées  seront  toujours  positiva  r 
leur  minimum  correspondra  à  or  =;  ~,^.î  ^  *" 
résultera  deux  branches  qui  s'étendront  à  Tint 
fini,  Tune  vers  les^  positife,  l'autre  vers  le» 
y  né|g[atifs,  comme  on  le  voit  (.fig.  a5).  Cette 
courbe  est  encore  une  autre  hyperbole. 


•  .♦►■> 


DtE-UXIÈME  SECTION. 

De  la  résolution  des  équations  du  deuxième^ 
troisième  degré  y  dudeumime'quatrième,  etc. 

u  ■^  '  '  ...  I  «  *    ■ 

i  1298.  J  it  suppose  )d'abèf d  ^  qÉie  fôufes  choses 
égales  d'aiklenrs ,  comme  âank  'la  section  pré- 
0âd0Bte>^;4e  radical  soit  composé  detroisra- 
efnes^  on  aura 

Si.ell^s;^Ont,  toutes  trois  réelles  et  négatives^ 
oii>aûra(Vi6r6  l$Si>4w  Q^'g^ tifs  une  trace  hjrj)crbo- 
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lique, réelle  jusqu'à  la.  re^eontre  de  ars*  •^- a  ; 
c'est-  à -dire  au  pomt  H:(  fig.  27  )  j  puis  tiné 
trace  imaginaire  qui  se  fermera  en  H\  au  point 
correspondant  à  ^= — ô,  enfin  une  trace  réelle 
qui  se  fermera  en  H'',  au  poiiit  correspondant 
à  x  =  —  c  i  parce  que  dans  cet  intervalle  le 
produit  sous  le  radical  sera  positif,  aiip^dint 
H''  commencera  une  CQurbe  ou  trace  imi^i^ 
nairq  qui  s'étendra  infiniment  ;  s'il  y  ^avait 
quatre  racines  sous  le  radical ,  on  aurait  aTord 
une  trace  numérique,  représentée  par  là  fig«  a8  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Toutes  les  partie  de  cf  s  tracées ,  tant  réelleà 
qu'imaginaires ,  sont  coupées  en  deux  parties 
égales  par  l'axe  FD  v  ainsi  oy|ttpeutcdn&tdiérev 
celles  qui  sont  fermées  comme  appartenant  à 
la  clase  des  ellipses,  et  celles  qui  s'étendent  à 
l'infini ,  à  la  classe  des  hyperboles. 

Si  les  racines  de  la  fonction  de  x  sous  le 
radical  étaient  ou  toutes  imaginaires  au  en 
partie  réelles  et  en  partie  imaginaires ,  il  en 
résulterait  les  différentes  formes  qu'on  a  dé- 
veloppées dans  la  première  partie  ;  en  géneV 
rai ,  toutes  ces  espèces  de  traces  ne  sont  que 
Tentrelaoement  de  deux  fonctions  de  x  de  la 

forme 

p{X'jr  a){x  +  b)'(x  +  c)etc.  , 

et        '— p(47  +  o);(:v -+*  i)(^  +  0,)  etc.         j 


\ 
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^99*  Supposons  maintenant  que  l'équation 
proposée  soit  de  cette  forme  r 

daoft  laquelle  les  raeinels  ont  leur  rang  alter* 
nalivement  au  numérateur  et  au  dénomîna- 
teiu*  y  excepté  les  deux  dernières ,   on  aura 
une  trace  nummque ,  représentée  par  la  6g. 
39  t  qui  aura  trois  pdires  d'asjntnptotes  pour 
les  trois  racines  du  dénominateur,  et  cinq  in- 
tensections  de  Taxe  pour  les  cinq  racines  du 
numérateur  ;  les  lignes  ponctuées  appartien- 
nent aux  trac*esi|||^aginaires ,  si  p  était  négatif, 
elles  foi^tneratent  la  partie  réelle  de  la  trace , 
et  la  trace  qoî  est  réelFe  sur  la  figure  serait  la 
partie  imaginaire ,  et  Tensemble  de  ces  deux 
parties  réelles  et  imaginaires  est  encore  Ten- 
trelaceroent  des  âexxx  traces  formées  par  la 
même  fonction ,  avec  p  positif  et  p  négatif. 

doc.  Supposons  encore  que  Ton  aitle^q^ua- 
tion 

alors  Taxe  FD ,  au  lieu  d'être  une  ligne  droiC<*, 
est  une  courbe  sur  laquelle  on  place  les  coor- 
données du  rixdicai,  et  Ton  obtient  une  trace 


npmoriquç  talle  qu'on  la  yoît  (  £g^  3o  ).  lies 
lettres  a,  hy  Ct^ytfîndjqfientleritngnumifidque 
de»  racines  ;  aîn$i  l'dl^  FD  ,  avec  ses  .deux  ra:- 
cines  aetd^  coupe  Taxe  dea  x  aux  pointa  o 
et  d^  e^  forme  y  ne  trace  nui»érîque  qui  n'est 
qu  acceasoire  à  celle  de  l'equatiQu  et  qui  n'en 
est  que  l'axe  ;  la  fonction  du  Tadical  qui  for- 
me la  trace  de  réquation  coupe  cet  axe  courbe 
aux  points  3,  c,  e  d'après  l'ordre  de  •ses  ra-  • 
cines  ;  cette  tracée ,  comme  les  précédentes,  est 
composée  alternaiiTement  de  parties  réelles 
et  de  parties  imaginaires. 

Soi  •  On  peut  remarquer  qu'en  cobs^dërant 
l'ensemble  de  ces  deux  parties ,  la  trace  numé- 
rique ,  d'une  équation  quelconque  ,  se  ter«- 
mine  toujours  par  des  branches  qui  s'étendent 
a  l'infini  dont  la  première  a  son  origine  à  la 
première  raoine  et  la<  deuxième  à  la  dernière , 
ce  qui  doit  être,  parce  qu'alors  la  tracé  n'a 
{dus  de  principe  qui  fasse  yarier  son  Incli- 
naison. Si  le  nombre  des  racines  est  pair ,  les 
deux  branches  infinies  sont  réelles^  s'il  est 
impair  9  la  dernière  est  imaginaire. 

J'ai  supposé^  pour  plus  de  simplicité ,  toutes 
les  racines  du  même  signe  et  toutes  négatives  ; 
mais  quand  elles  sont  indifféremment  posi- 
tives et  négatives ,  l'origine  des  valeurs  A  n'est 
plus  à  droite  de  toutes  les  variations  de  la 


\ 


1 
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courbe ,  il  est  entre  ïe^rïicines  positives  et  1er 
racines  négatives  ;  mais  Tordre  des  tacinesest  | 
toujours  de  droite  à  gàuohe;  la  plus  grande  des 
Tacioes  positives  est  la  preiyiière ,  puis  en  r^ 
montant  vers  la  gauche ,  parce  que  Ja  reso^ 
iution  de  toutes  les  équations  s'établit  sur  h 
ibrme  générale 

*  x'^^kx'^^'  +  fetc. 

•        «■ 

Si  on  l'établissait  d'après  la  forme 

..  0?" .— .  A  x"":v  +  B  x""'  ~  etc. , 

J 

alors  Tordre  des  racifieg  serait  de  gauche  t 
droite. 

Maintenant  si  la  résolution  d'un  problème 
^uelcoiMfue  conduisait  à  deux  équations  à  deux 
Tariables,  je  formerais  une  trace  numérique 
pour  chacune  de  ces  deux  équations,  et  en  les 
âuperpasant.  l'une  sur  l'autre ,  ou  plutôt  en 
les  tracant'sur  les  mêmes  axes  avec  la  même 
origiine  des  valeurs ,  leurs  points  d'intersec: 
lion  détermineraient  lés  valeurs  de  x  ut  de/ 
communes  aux  deux  équations ,  et  par  con* 
séquent  appartenant  à  [absolution  du  problème 
que  Ton  tr<iite. 

Si  les  courbes  étaient  des  fonctions  cou»' 
ques ,  on  pourrait,  en  les  construisait  géo- 
métriquement ,  avoir  des  valeurs  à  pew  P^ 
assez  exaëtes  des  x  et  des  j^j  mais  les  eqfl^: 
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ttiôns'qùi  peuvent  se  rapporter  aii^.iectiDns 
coniques. ûe  sont  qu'uiicas  trèa«» particulier 
dans  la  résolution  générale  des  équations  ,  on 
ne  peut  <>btep^r>  ;ppur:;t©|ites  les:  équations 
qui  passent  le  second  -  second  degré  que  des 
traces  numériques  ou  des  courbes  décrites 
par  points  qui  ne  peuvent  donner  que  des 
valeurs  approchées  ou  des  quasi  -  valeurs.  Il 
faut  encore ,  pour  les  rendre  exactes  ,  l'opé- 
ration de  la  concentration  dont  je  m'occupe- 
rai ci-après.  f  •        ' 

"    '     •    :   CHAPltitE  III.    ■'. 


4-     » 


De  la  résolution  des  équations  à^^eùx;  pa* 
riables,^  clans  lesquelles  Vune  des.  deux  va- 

i  *  ridbies  ne  se  trouve  qu^au  pretnier ,  au  se^ 
cartd  et  au  troisième  degré  ,  et  l'autre  à  un 

degré  quelconque. 

i  t»  -      . •   -7-   >•  »'   •  j-         '    }- 

5o2.  C'kst  ^  pft  chapitre  que:  commencé 
^'rTrJi^aîîon  ^"  /^alr>nl  f^tf>g  inéquation».  C'est 
)^arTe  mbyèii  <ïès  formules  de  solution  qu'il 
^fctore  qti'jpn  obdélrt'les^  traces  nmnérîques  des 
ëquâTiéns  qu'on  aTà'i^é^oudre. 

La  résolution  des  équations  dîi  troisième- 
^ecoèd  et  dû  troisième-premier  dK^gréiefSt 'édtn- 
fb'ifie  ;^  dans  /  lea  çhapi troi  précéd^nà : 
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Ce  chapilre  conameûce  dbtio  à  la  rëtoltilîon 
des  éqoatieas  du  tra»ièfiie^irmsi«m€  degfé. 

PREMIÈRE  SECtiOÎf. 

•  •  #  -  *  * 

De  ta  résolution  des  équations  du  troisième- 
troisième  degr4- 

Soit  donc  l'équation  générale  du  troisièixie- 
troisiéme  degré , 

y  +  kxy"  +  B««y  +  C«»  +  Djr«  1^ 
+  F«jr  +  Far»  4- <>y -f  ¥*-•- L  j        ' 

je  la  traite  comme  si  x  était  une  quantité  coti- 
nme^fai'dDnc 

ou  bien 

y  +  A>'  +  B>  +  C  =  o  ; 

t'ai  ^TâbôtdVA'-— 5B^  ou  k7, 

£n  çompaFaét  ce  radical  originel  a^^  M  l'it^ 
dical  du  (^aj^Hyb^^réeédmt^  cm  vrot'que  \% 
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relation  des  coefficiens  y  suit  la  même  loi»  iL^ 
coefficient  de  x*  exprime  la  relation  des  deux 
premiers  coémeiens  qui  conviennent  au  troi^ 
sièmè  degré  ;  et  le  demîeif  terme  D*— ^G  ex- 
prime îa  même  relation  potir  leS;y,  que  A*— 3B 
pour  les  *;  j'ai  exprime' A* — 3B  par  la  méine 
lettre  r ,  employée  pour  désigner  li^  même 
relation  dîli^  la  pty?mièrie  partie.     '"  ;  •     ^^ 

Pour  trouver  ensuite  SC  ou  la  relation  des 
fro»  coéfficiem ,  9  A'  B'  —  ^r  A*^  —  «7  C'^j'ai 

(  9  A  B  —  a  À"  —  27  C  )  ^^ 

Sc^^)  +(9AE+>BD-.6A^DV27F>^î 
+  (9AG  +  9Elf)  — 6AD*— 17  H )  jc 

+  qI>G  — aD'— a7L:     . 

On  peut  remarquer  UÂ  que  lé^oëfôcîêirt  de  x' 
exprime  la  relation  des  trois  premiers  coeffi- 
ciens A ,  B,  G  qui  affectent  y^ ^  y^\ y"" ,  fet  que 
\^  dernier  terme  exprime  également  la- mémo 
réfatibtr  des^  trois  coefficiens  D ,  G ,  L  qui  affec- 
tent  de  même  y* ,  y*  ^y".  Je  don'ûê  ^  SOI  la 
féirme  iraivaitte ,  «a  appelant  «^C ,  la  |:c!lation 
9iABy  etc. 

9AE+ 9BD— 6A*D^r-afr7FV  ^ 


.se  / 

ac!  -  Sic,  l  ^  /9AG4-9EI>-&AB*^a7H 

(+.9DG— îDs—otL 


•^)* 


se 


I 


\ 
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Eapreaant  niaintei\aiiUd  formule g^'n^aiie 
de  solution  du  troisjyème  dcîgrév  de  jla^i^r^ 
mtère  partie  •  qui  est 


cette  formuleldevierit ,  en  mettant  pour 
A',,  r  ,  SC\  leur  valeurs 


«i    li 


L.  I. Ty^  _,    ,  •  x/  .  .     •  (SC!(*-f*X*+«0(*+«) 

r3~Ilî-' 


+ 


4  K.r(*+aX*+&)-r>Bfâi^^+^ 
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On  peut  i:.emfirquier«  dl^bçpd  qu'en  considé- 
rant ^çëpar/émeut  les  ço^'fficiens  des  diverses 
fonctions  de  x  qui  sont  sousJes  radicaux^,  oti 
a  précisément  la  méine  foriïiule  que  celle  qui 
appartiéiM;  Sur  ëqùatk)ns  du  t)*oisièine  degré 
à  une  Seule  4nbobnu«. 

M^idt^nunt  oapeut  v€^<{ûis  dans  les  quasi- 
iralmira  de  7i  tt  y^  la"partîi&  rationnelle  avec 
l0.{)treraîemd^eal  appavtiénnetit  àiitiie  courbe 
^  «BCMidHieoond  degrë,  et  pétireiit  ^elcdhs- 
^mr0  psff  .4iii«  sectâori^icbnî^^  V  elle  sérVira 
dla^f^  aux  deux  Braintbed' 'âp^âi^tenant  aiix  jr, 
et^xi  ,^u W  obtiendra  pdlr  te'  m05!|i^n  d^  deux 
grands  radicaux,  '    • 

,      Yr  yr 

_-  -  -*         •  ■   ■  ■■  -  X         #    •    •  ^-^ 

que  j'appelle  Ï^R'  et  V^V  ^    )    i  ^  • 

Quant  à  la  branché^  qui^ppartient  aux^^, 
comme  elle  ne  con-tîfeAt  pais  le  premier  radical 

:.V;AU+.a.XC;»;.-i^  b^V?,  ..      .^  .> 

elle  se  construira  sur  Taxe  donné  pSî*  la  pài^tré' 
r^yidnnelLe  D+  Aaf,  ijuiésbiiûe  lîgbe  droite. 
3o3.  V<fav  faire  voii*  cbiîituént ,  à  l'aidé  de 
cette  formule ,  on  peut  construire  une  trace 
I  numérique  quelconque. du  troisième  ordre ,  je 
l'appli^e  aux  deux  équations  suivantes ,  que  je 

^9 


^  I 
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préseiite  d*abord  dans  cet  ordre  r 

éx^^Zy  +  èx  +  3 

Elles  ont  été  formées  d'avance  avtro  la  suppo- 
sition  de  ap=  1.  èt.^  =  3«  Il  fant  voir  eomnient 
pn  ret^rouvera  ew  deux  valeurs.  Je  ne  cher- 
j^r^i  pas  à  éliminer  ttne  des  inconnues ,  tam 
jjei ,  résoudrai'  imniédkitement  et  BéparéoMot 
chacune  de  ces  deux ,  et  je  bommence  par  la 
preipière,  qui  ,par  la  disposition  de  ses  ter« 
mes,  a  pour  coëtficiens  immédiats, 

A  =  —  2...  D=— .1...  G  =  — 3 
B  "£=      o*««£=       3**«IIs=:       6 
Ct=— 5.,«  F  =  -^  ^»  •  m  Là  ss       3, 
d'où  Ton  tire 

4yG  =  i5i. 

j'e  la  traite  comme  une  équation  du  troisième 
degré  à  une  seule  inconnue ,  en  lui  donnant 
cette  forme  : 

ses  coéffîciens  complexes  sont  alors 

A' ==  — (a  a?  +  t  ), 
.    B'  =      .3«  — 3, 

G'=:  — (6a?^+4«*  — 6«  — 3), 


l 


* 

d'où  l'on  tire  :  i    :?"         .' ?    * 

deJà  j'ai,  pour  lés, trpiàWâléu^^ 

•  ■•••■-■      '.  '   }       ■'•'■iti,.,-.  •  . 

•■'••.•••^»»ii,'  ■    , 

j|ir"V<.4(«*— -i,a5  4f+2,5)...^....-. l-V^. 

'     '  ^     l/4(*»— i,2&r+a,5)    > 


[— (  1  +  34*). . .  i , . , .  V .-. . . i . .  i ; ^  A'. 


Pour  bohsti'uiffe  éëtte  ijrace  numérique  du 
troisièitie  ordre,  je  Commencé  à  tracer- Taxe 
rectilineairé  LL'  (  fi^.  5i  ) ,  donné  par  la  par- 
tie rationnelle  7(1  +  ikx)  de  la  formule^  Sur 
cet  axe ,  je  construis  la  section  conique  don- 
née par  le  radical 

#  ■  I     M        |-1        '     Il      I  h 

comme  la  fonction ,  cotxtenue  dans  ce  radical , 
ne  peut  Jamais  deyeeir  jsszQ^  ni  encore  moins 


r 


• 


4 


•  4 


.    "l 


\-'- 
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négative ,  elle  appartient  à  une  hype»bote  con- 
vexe par  t^PPP't  ^  cQt  aWvSes  deux  branche» 
HH    H'a'a»4eMtt»«'a»-4epousforxï^ntlaxe 

dju  deuxième  '.ordre  pour  la. trace  nuraérique 
du  troisième  ordre  qu'il  s'agit  de  construire. 
■    C'est  là  suite  des  valeurs  de 


K»r'+Sc'"etdsK^r', 


K'    — 


■n^ 


ou^eyR'  et.de!  V^',.  qu.UélermwifTOnVV« 
iêat*  de  «eUe  .^çace"  ntnnérique  7  mais  je  re- 
marque que  le»  dpux  parties  dont  ili  sont  cora- 
i>o«éa  renferment  des  fonctions  déracines  ou 
de  fiwjteurs  simples" 

(*  — a)(4tr-.^.).et<!. 

tfai  rendent  aV  et  «yC  successivement  nuls  k 
chaque  fois  que  la  valeur  de  x ,  dans  son  cours 
d*accroissement ,  rencontre  une  de  ces  racines 
•  Uéelka  :  que  ces  fonctions  ar'  et  ,^C'  devien- 
«eut  alternatiyeniient  négatives  et  |)ositives 
icUaique  racine. que  «' Êcanchit ;  quelles  ac- 
rquièr^lit  p»r  qonçéquent  d,es  yaleursqui crois- 
«ent  et  décroissent  alternativement.  C'est  de-Ià 
«ue  résultent  les  différentes  variations  de  la 

trace  numérique. 

Pour  déterminer  son  cours  y  il  faut ,  i  " .  cher- 
cher les  limites  de  sesbranohes-î  a*?,  quels  sont 
ieà  points  de-  l'axe  <l«  «  ou  ces  branches  le 
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coupent  5  3*^;  qbels  s©nt  ceux  où  les  différentes 
bi^ànchës  commencent  à  s'en  rapprocher  aprè& 
a'en  être  éloignées;  pothts  qu'on  appelle  maxh 
ftium  sA^.  quels  sontvèeux  ou  elles  commun*-, 
ceïit  à  s^én  éloigner  après  s'en  jêtre  ajpprochées  ;. 
points  qu'on  appelle  minimum  f  &"*#  (|udi$.«oat; 
cettx  on  les  ordonnées  des  différentes  branches 
apirès  avoir  eu  des  acovoîssemens  en  progres- 
sion décroissante ,  commencent  à  recevoir'  des> 
açcroissémens  en  progression  croissante  ,  ou 
réciproquement  ;  ^'où  résulte  une  inversion 
dans  la  direction  de  la  courbe,  et  qu'on  appelle 
points  d'inflexion  ;  6^.  quels  sont  les  points  où 
les  branche^  cessent  d'être  r^'elles ,  et  corn- 
xp^ncept  d'avoir  un  cours  imaginaire  ;  etc.     r 
^  Tous  ces  points ,  qu'on  appelle  singuliers  par 
une  dénomination  assez  singulière  y  doivent 
être  appelés poi/zto  radicaux  ;  parce  que  toutes 
ces  variations  de  la  trace  numérique  sont  pro- 
duites par  les  racines  des  fonctions  composées 
qui  entrent  dans  leur  expression.  ' 

~  Quand  la  Valeur  de  x  a  franchi  ceUes  é^ 
toutes  les  racines  qui  entrent  dans  ces  e^fwm^ 
sions ,  les  branches  n'ont  plus  de  variation,  «le 
courbure  que  celle  qui  détermine  leurs  Umitea 
qui  sont  données  par  l'expression 


Kv 


se  • 
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Les  branches  qui ,  après  avoir  franchi  tonteft 
les  racines,  a'ëtendent  au  lieu  de  ce  terpie, 
n'ont  plus  aucune  variation  de  courbure ,  elles 
86  redressent  en  se  prolongeant  pour  former 
une  ligne  droite,  étant  prolongées  à  Tinfini, 
soit  vers  les  x  positi& ,  soit  vers  les  x  nëgati&.c 
Je  détermine  d'abord  le  maximum  ou  le  mi* 
nimum  çt  les  racines  de  la  fonction  de  ^t  ^ 
on  a 

VÇ'  ==  ^4(ar— o,é25y  +  2,109375 , 

9on  minimum  répond  à 

X  =  o;6a5,' 

Maintenant  ^  pour  trouver  les  maximum  et 
les  points  d'inflexion  des  fonctions  de  V^R'  et 
^HR^f ,  si  l'on  suivait  la  méthode  connue ^  il  fau"> 
dirait  preâdre  1^  différentielle  ^e 

et  la  faire  =  o  ,  ce  qui  conduirait  à  une  foBC*^ 
tion  surcomposée  de  racine&  dont  la  seule  dé- 
composition exigerait  un  travail  inco];npara-i 
blement  plus  long  que  la  résolution  toute  en-, 
tière  de  la  double  équatiou  du  troisième-troi- 
sième degré  par  la  méthode  qu'on  expose  ici* 
Je  prends  séparément  le  minimum  de  a/, 
qxxon  vient  de  détçrpiiner ,  puis  les  maxixnuvk 


r 
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ttles  mi/?îm£/;7»de.v$€-  et  son  pointd^inflëxion  ; 
on  verra  comm^ik  cette  opération  suffit. 

Comme  SC  est  du  troisième  degré,  on  s^ 
par.  la  formule 

des  maximum  et  minimum  du  troisième  de-> 
gré  (a8o)  ('  A  et  B  étant  les  coëffîcieos  de  SC  y^^ 
pour  le  minimum , 

a?  =  0,376603  i 
pour  le  maximum  y 

*  =  — Q,7ao973; 
pour  }e  poiat  d'inflexion , 

Je  décompose  ensuite  *$C'  e^  ses  facteurs, 
simples,  et  j*ai  la  nouvelle  formule,    , 

(-('•fi»») " 

,,-JI i  1— ,/4(*^-o>6aS)«+a,io937i;. ........ .s=^Vy. 

""    1     :  TX->  .  i5i(«-o,8»«375;(^+o,4X*+o.987^ 

(-4K    ^+ '  y-^, — ' 

f~(l+5t*).  

1  .  .•fX->.  '^'C*    o,87'375X*4-o,4)(*+o.997.8 

J(,H|i|+lK    ^+ p^T— 

I       T>^     >     i5iC»-o,87i375X*+o,4X* +0.987"») 
\r\V     ar i ^, '       ■ 


I  ,  ,  tX    ,     i5i(ic-o^7'375X*-|-o»4X*+o'.9878j 
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Aycc  cette  formule  on  x^a^trcniver  tous  les 
points  radicaux  de  la  courbe  oomme  on  va  le 
voir. 

Je  prends  d'abord  la  valeur  métanëgativeia 
plus  grande  de  â: ,  qui  appartient  à  une  des 
racines  de  SQ'  \  et  qui  est 

•  • 

je  fais  simplement  jr  .=?  .^  i  ,  j'ai 

■    '« 

Quasi-valeurs  de  la  formule.  fTaleurs  exactes. 
p,  Il      a,r405. i  ...\  ==       3,0267. 

'î  II  —  2,8072^. ,  • . .  f  =  —  a,7o6. 

Ces  trois  valeurs  réelles  de  y  annoncent  qu'à 
cette  valeur  de  x  correspondent  trojs  branches 
réelles  de  la  courbe.  Comme  a  n'y  a  plus  de 
variations  que. celle  qui  appptient  à  la  limite 
des  branches ,  je  suppose  ^=r  X ,  j'ai 

et 

les  deux  branches  supérieures  qui  contiennent 
yR'  sont  alors  imaginaires  ;  elles  ontdonc  une 
limite  au-delà  de 


• 


a?  =  — I, 


•  »       ,  »        *l 


où  Ton  a 
ou  bien 

.    se 

En  faisant  successivement 

X  =3*—  ^  ,  a:  =?  — ^  3 ,  etc. 

r 

je  suis  sur  d'arriver  à  cette  limite  sans  aucune 
variation  de  courbe  ,  parce  que  je  ne  rencon- 
trerai aucune  racine. 

En  faisant  AT  =  — ^ ,  rR'  devient  imagi- 
naire y  il  ne  reste  plus  que  la  troisième  bran* 
che,  pour  laquelle  on  a  '-.'  *^    - 

c'est  donc  entre  ;r=—i  eix= — a  quelesdéuit 
premières  branches  commencent*  En  faisant 
a;  =  — 1,5,  yR'  est  encore  réelle  ;  c'est  donc 
entre  —  a  et  —  i,5.  En  faisant  a7  =  rT-  1^7, 
M8.'  est  imaginaire;  c'est  donc  fntre  -7-  i,5 
et —  i,7  que  commence  sa  valeur.  En  concen- 
trant une  deuxième  fois  de  même,  on  a,  avec 
deux  décimales  exactes^ 

X  =  — •  1 ,65  «    , 

pour  le  point  où  les  deux  premières  branches 
commencent  à  être  réelles ,  et  1  on  a 


r 
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r  j.,  ||i,o3i3: 
jr  =  —  1,65  j  ^.  H  i,o333. 

'  y^  H  —4,366. 

On  peut  remarquer  d' abord  qu'à  ce  point  left 
deux  premières  valeurs  dey  doivent  être  é^alea^ 
car  la  première  valeur  est 

à  cause  de 

mais  il  8*ensttit  àe-lk  que 
d'où 


K. 


"•^'■-££=,/5.)=KV 


d'où  Ton  a 

»î(A-V9). 

D'ailleurs  le  ^rand  radical  VlÂ!  étant  ==o> 
il  faut  que  les  deux  premières  branches  cou- 
pent à  ce  point  Taxe  du  deuxième  ordre ,  e* 
que  par  conséquent  les  coordonnées  delà  Wc^ 
numérique  du  troisième  ordre  et  de  Taxe  du 
deuxième  ordre  soient  les  mêmes.  Ce  point  est 
çpB(fig.  3i). 

Pour  continuer  le  cours  de  la  trace  nuW* 


._j 
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rique ,  je  prends  après  a:  =9  —  i  la  valeur  mé- 
tanégative 

or  =  —  0,720973  , 

qui  la  suit  immédiatement,  et  qui  rëpond  au 
maximum  de  SC  ;  j'ai  donc ,  pour  le  maxi* 
mum  de  SC , 

^  y.  Il       a,  1837, 
jt:  =2-^0^^720973 


!y.  Il  a,  1837, 
J^JI  — o,oi54. 
jr^ll  — a,3i5. 


Éa  continuant,  je  prends  la  valeur 

0»  ==  -^  0,4 , 

qui  est  la  deuxième  racine  de  49C%  qui  donne 
pour  la  deuxième  racine  de  SC , 

y.  Il  3,0898, 
,0666. 
.9564. 

Vient  ensuite  la  valeur 


-  f  J'.  Il      3,( 
=  —  0,4  I  y»  Il      o,i 


»  =  —  0,1722, 

qui  correspond  au  point  d'inflexion  de  la  fono 
tion  4ÎC',  et  j'ai 

{y,  =  1,8367. 
jr,  =  o,6653. 
j.^  =  — 1,7465. 

Je  fais  ensuite  *  :^  o  ,  quoique  cette  valeur  n© 
réponde  à  aucun  poipt  radical,  et  j'ai 


ri 
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y»=     ï- 

J^î  =  — i»73a. 

loL  première  valeur >poaîtive  de  np.qui  snit  im- 
médiaiement  rëpood  âu  minimi^;» xle  t^C'^où 

Ton  a  ,  '   .       . 

AT  SS  0,3766, 

je  fais 

4f  =  0,4 ,  f  ai  ^,  =  —  1 ,4872. 

Les  deux  premières  valeurs  de  y  sont  iteagi- 
naires  ;  c'est  donc  entre  x  =  o  ,  et  a?  =  o,4 
que  |/tt'  =  o ,  j'arrive  par  la  concentration  à 
la  valeur  x=o,07a ,  pour  le  point  où  ^R'=o, 
et  où  par  conséquent  lés  valeurs  de  la  tr^^ 
numérique  cessent ,  d'être  réelles  ,  c'est  au 
pointe  (fig.  3i).   . 

La  valeiHT  4^  ;i:  qui  suit  immédiatement  est 
cdle  qui  correspond  au  minimum  de 

V9  =  0,625. 

Les  deux  valeurls'dey,  et  y^  qui  correspondent 
sont  encore  imaginairesi,  .et  L'on  a  pour 

X  =  0,625 j/'^  =  -^  i,a475'î  • 

en  continuant  de  faire  Croître  x,  j'arrive  à  la 
dernière  racine  de  <SC',  qui  donne 

JKr  =       2,5906. 
X  =  0,8713 


y^  =      0,91 4a. 
j^j  =  —  0^7633. 
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P^is4|iie<leg4evxprami«re)»  valeurs  de^'  ir^der 
\imnè%Kt  replies  ^ , il  f^r^^CQqclure  qv^  1?»  tieux 
p]:èmièrç8  l)Ta»Qbç^.  î:ecQauweoçi^Mt>^tr§. 

-^'  .;  *.'^vaL=«©éy6s5t!et*ir£ttJclv87ïr3t  -  •  ■  ^"• 

Je  trouve  par  la  concentration  que  le  point  où 
elles  rëctSmmencèhï  î^j^nd  ku  |)oint' 1^^:^0,6195, 

...'i!  .  <-:!•.      r  >•  ':.:'fcy^;*3     •  1,766^- >••"• 

*  ^fl.  ne  reste  plus  qti*à  chercher  les  limités  deà 
bratt^ehés  dé  la  triace  «utnérîque  Tiers  lés  xt  posi*- 
dfe,  cotnrtè  6n  ^à  ihek'ché  ti'abbrd  vers  les  » 
négatif:  SI jetais'âfi^^^fai  '    ""  '  ' '"^'/;;'^' 

d'où  je  conclus  qiiç^les  deux  dernières  bran- 
ches se  terminent^,  fbtradut  une  courbe  fer- 
mëe  au  point  où  KR',  =  o  :  ce  poiqt  étant  au- 
aela  de  ^==0^8713^  je  tais  les  suppositions 

successives  a:  =  l '^  4?  =  a  ,  .x^  3,  etc. ,  j'ai 
d'abord  .■^,-   -  ■      'k 

IiBttf  dêkiifc  taléor^'  oocrf  iMives  ir  ti^r  !,  ^  ;3t  5^ 
sont  ooUesId'âpzrà/les^oellbs  l'ëquIitioiLia  âë 
forfttçe..IJès.dbttx:d€i^nièr«s  yaleura  fciisr.  leair 


ë^itë  annoncent  déjà  que  c'est  à  ce  pdiiit  ^e 
les  deux  branches  coincîdent.  Aussi  quelque 
valeur  que  Ton  suppose  à  x  au-delà ,  les  ordon» 
nées  des  denx  dernières  branches  seront  ima^ 

ginaires. 

En  réaniisant  osa  diiXm&tes  valeurs  »  on 
aura  le  .tablean  naweriqne  des  valeurs  corré- 
latives âi^s  X  et  des^  pour  les  point»  qu'on 
a  voulu  considérer,  et  si  Tpniiait  passer  une^ 
trace  à  l'extrémité  des  différentes  valeurs  des 
ordonnées ,  on  aura  une  trace  ùumérique  y 
telle  que  la  présente  la  fig.  3i,  qui  exprimera 
la  même  chose  que  le  tableau  numérique, 
mais  qui  l'exprimera  en  caractères  graphiques. 

Il  faut  remarquer  maintenant  qu  en  prenant 
séparément  les  points  radicaux  des  fonctions 

ar  et  pjpr 
dans  le  radical 


i//..- 


«M-MMMNMilrtBaMMWihi 


se 


r 

on  a  bien  pour  chacune  de  ces  deux  fonctions 
séparées  une  portion  cti^yiligne  sans  varia- 
tions; mais  cotlime  on  pretid  leur  somme  pour 
yW^  et  leqrdifféreifeépQiuc  V^'f ,  il  doit  résul- 
'tfir  une  inflexion  dans  l'intervalle  des  deux  va** 

4 

qfiallon  prend,*  toutes  les  ibis- que  la 


DU  GÀiètt  D£n'iri(iVAVt6]rs.     463 
fonction  a/  va  en  croissant  dans  cet  intervalle, 

— tandis  que  t=»^  .va  en  jdëcroissan t^u  rëci  pro* 

qiiement  ;  mai^  comme  il  ne  s'agit  pas  ici  d'une 

courbe  gëoméirique  et  seulement^  â'-tine  trace 

'    PTimériqiie  appro^imaf ire  ;  c^te  erreur, entre' 

dans  la,  latitude  des  quast  -  valeurs  qu  W  oIh 

« 

tient*  - 

Il  serait  facile  au  restê^e  détërôûnèr  le  lien' 
de  ces  inflexions,  et  Ton  a  le  moyen  de  re^ 
connaître  le  cas  où  elles  ont  lieu  j^nàis  ce  tra-* 
vail  est  toujours  inutile,  et  la  cdnbehfr4tiôii 
comme*  Qn  le  verra  en  réduisantnCes  latitudes 
à  ui)&qi|antitf  aussi  petite  que  Ton  veut ,  £ait 
diisp^aitre  ces  erreurs..   '  i  ^      «..,    ,  -  ' 

*    (5o4)  Je  viens  in^nt^^nl  à  ^  ^dçu;cième 
équation.:  :  ,,  \  ,  .,\    ,  .-A  .  :    :  ■»•  f,,^:  :    , 

3  ai  d.abord  ,  , .  , 


en^déeompoi^iit: boette:,  fonctibnxsrab  Êictëurs 
simplésî,  amltîciittexju^fllè  aoienqiiioihesima-^ 
ginaires ,  et  Ton  a  i .  1  .       ^ 

,«y=— i46[(*+o,89^43*)*+o,8oo8i  i](«— 0,689271)  ; 

on  a  donc  pour  les  trois  valeurs  àtj  en  sup- 
primant les  derniètes  décimales  ^ 
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-• î(.=».*+3) 


,r«   I   <     I      •        »  f       « 


^._l|l-</î(57=J2 


■**i 


■— t(**  +  3î         .... 


La  partie  rationnelle  7(5'^^+  3)  dé  celte 
formulé  est  "construite  par  Taxe  FD  (fig.  3a  y , 
sur  lequel  je  construis  le  radical  originel        ;   ' 

par  l'axfe  du  deuxième  ordre,  ou  par  Vellipse  ^ 
HG  H'^GV  Poui*  cônsVtiiire  eîuuîte  la  trace  nu- 
métiquè"  de-Tëq^afiim%;,  jfebserW  d'trbord  ' 
qu'elle  à  drax^dè  sesl  brâHohMrJimhéest^ac-. 
l'ao»  de  reUîpae>&G^ifui«e8tidétè]imipe).p8r  * 
Tëquation 

d'oii  /     .     ■   ,    


i.  I    *  •        »  *  •     ♦  « 


1^  é  »         t •      >    s  à 


'.    / 
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J'observe,  en  sei^qnd  Meuj  que  tant  que  x 

sera  négatif,  là: fonction  dç  iSCrfqrme^Sk un 

résultat  positif.,  et  par  coiméqvteRt  VE'  .ne 

contiendra  quç  des  quantités  réelles  depuis  la 

valeur 

â?  =  —  !2,3q594; 

mais  dans  l'expression  deVR'^ ,  comme  la  fonc* 
tîon  de  «yC  est  prtse  avec  un  sigbe  contraire, 
ce  grand  radical  ne  commencera  à  être  réel; 
que  lorsqu'on  aura  '  '  ' 

On  â:  deux  limites  pour  déterminai!  ce  ^int| 
la  première  est 

ou 

À:  =—— 3,32594  ; 

la  deuxième  a  lieti  lorsque 

sa  ^o, 

ce  qu'on  obtient  en  prenant  la  valeur  de  sa 
racine  réelle 

X  ==  0,68927. 

C'est  donc  entre  ces  deux  limite$  qu'pn  peut 
par  les  substitutions  &uccesaive9  trouver  le 
point  où  les  deui^  branches  inférieures  coupent 
l'axe  elliptique  ;  o'eat-à-dirc  où  elle»  commen- 
cent à  être  réelles.  £n  faisant  m  «e=  «^a ,  on  a 

50 
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y^^  imaginaire  y  et  pour  la  branche  rédle 
y  s  3  ;  en  faisant  *î= —  i ,  V^\  est  réel,  et 
Ton  a  pour  les  trois  valeuts  de  y , 

y,  =     3,4491. 

*==  — I  ^  y.  =  — »r 

j^j  =  —  1,4494. 

< 

C'est  doue  entre  — a  et  —  i  que  les  deux 
tranches  inférieures  commencent  à  être  réelles 
en  coupant  Taxe  elliptique;  si  Fon  concentre, 
on  trouve,  pour  valeur  approximative, 

«=T= —  x,oa, 

on  a  alors  les  deux  branches  inférieures  égdes, 

{y,\\      3,4324. 
«  =  —  1,02  <  jr^  U  —  i,a362. 

l  J^^ll  — ï^a362. 

Et  comme  avant  cette  valeur  l'équation  a  tour 
jours  une  racine  réelle,  il  s'ensuit  que  la  pre- 
mière branche  sera  toujours  réelle  en  remon- 
tant vers  les  x  négatifs  ;  alors  SC  sera  tou- 
jours positif  et  ne  cessera  plus  de  Fétre  ;  ainsi 
toutes  les  fois  que  SC  ne  pourra  plus  cesser 
d'être  p6sitif,  la  première  branche  ne  cessera 
plus  d'être  réelle  ,  quoique  l/r  acquière  une 
valeur  imaginaire  dans  ^K. 

Maintenant ,  en  faisant  croître  x  dans  la 
direction  positive ,  quand  on  aura  franchi  la 
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valeur*  de  la  racine  x  =  0,68927  ,  qui  rend 
SC^  =  o ,  sa  fondtoa 

[(ar+  o,9>  +  o,8](«— 0,69) 

ne  ceèsera  plus  d'être  positive  ,  et  par  con-^ 
séquent  SC\k  cause  de  son  coefficient —1 46 1 
sera  toujours  négatif  ;  alors  le  radical  V^  ce^^ 
sera  à  son  tour  d'être  réel  quand  on  aura 

se 


a/ 


/' 


la  première  limite  commence  à 

^C  =  o, 
ou 

*  =  —  1,68927  , 

et  l'autre  à  :e  =s  V^  qui  est  l'autre  limite  des 
trois  branches  réelles  ;  eu  faisant  les  substi* 
tutions  successives  ap  =  z  ,  a;  =  21 ,  j'ai  d'abord 
pour  jp  =  I  y 

iy.  —     3,4493- 
^.  =     3- 
J^,=:  — 1,4493. 

Comme  les  deux  premières  valeurs  dey  dif- 
fèrent peu  l'une  de  l'autre  ,  on  peut  conclure 
que  c'est  aux  environs  de  cette  valeur  de  x 
que  les  deux  branches  supérieures  se  joignent 
en  coupant  l'axe  elliptique  ;  en  effet ,  si  l'oa, 


L 
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faitâ;=  i,oi ,  rh!  devient  imaginaire,  et  c'est 
à  peu  près  i 

Quant  à  U  troisième  br^ncbe^  elle  sera  tou- 
jours réelle  ,  et  SC  dans  l/R'^  sera  toujours 
négatif»  Ainsi  quand  SC  ne  pourra  plus 
cesser  d'être  n^atif ,  la  branche  inférieure 
sera  toujours  réelle ,,  quoique  le  radical  origi- 
nel V? ,  contenu  dans  V^'^ ,  devienne  imagi- 
naire. 

Ainsi  la  latitude  de  la  triple  branché  a'él 
depuis 


«  =  •—  i,oa 


jusqu'à 

X  =  i,oo5, 

par  approximation.  «S'C  n'ayant  qu'une  racine 
réelle  ,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  solution  de 
continuité  dans  cet  intervalle  comme  dans 
le  premier  exemple.   . 

Pour  achever  de  construire  la  courbe ,  je 
fais  JT  =  o ,  et  j'ai  exactement 

fy,=  .  4,u44. 
^*  =  0,2943. 
j.j=  — 1,4087. 

.   Je  di£férentie  SÇj^  et  j'ai  pour  le  wMximumf 

jc  =—  P|2556  ; 
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poui^fle  minimum^ 

Je  détermine  les  triples  ordonnées  qui  corresr 
pondent  à  ces  valeurs. 

Maintenant ,  si  je  prends  la  double  va- 
leur qui  correspond  aux  deux  extrémités  de 
Taxe  du  deuxième  ordre  ,  où  r  r  :=:  o  ,  et  oii 
ron  a 

^^K^etyR^  seront  infinis;  mais  il  faut  obser-r 
ver  alons  que  lequation^^e  diffère  d'un  bir 
nôme  au  cube  que  par  le  d^rn^r  teriiciey  o<i 
résout  alors  l'équation  comme  celle  du  deuv 
zième  degré  ;  c'est-à-^dire  qu'on  complètjB  ;Ie 
cube  dans  le  premier  meùibre.  Ainsi  l'équa- 
tion générale 

quand 

A»  — 5B=ïO 

devient 

Oh  fait  sAotfi' 

/  +  Ay+5A"+^A;»  =  ^A"~C';    ' 
d'où  l'on  a 
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en  la  rësolyant  de  cette  manièrey  on  a  |k>uy 

»  =  —  a,5a593 y,=      5,Ô5, 

pour 

ap  =  +  a^SaSgS ^,=—1,48454; 

en  traduisant  graphiquement  ces  différentes 
valeurs ,  on  a  la  trace  numérique  telle  qu'on 
la  voit  (  fig,  5a  ). 

Maintenant ,  si  Ton  superpose  les  deux  traces 
numériques  des  deux  équations ,  ou  si  on  les 
construit  avec  les  mêmes^axes ,  elles  se  cou- 
peront d'abord  en  un  point  M  (fig..33)  dont 
les  deux  valeurs  corrélatives  sont'spssu  ,  >'=3  ; 
ee  sont  les  deux  valeurs  qui  ont  sarvi  à  for- 
mer les  deux  équations. 

Elles  ont  encore  deux  autres  points  communs 
qui  résultent  de  la  combinaison  des  quantités 
additionnelles  avec  les  quantités  multiples  ;  et 
l'on  n*a  que  trois  valeurs  corrélatives  au  lieu  de 
neuf  que  l'on  pourrait  avoir  par  la  méthode 
connue  d'élimination. 

On  voit  que  par  les  méthodes  qu'on  a  déve- 
loppées ,  on  ne  se  sert  que  des  formules  du 
troisième  degré  pour  résoudre  les  équations 
du  troisième. degré  a  deux  variables». 

Je  ne  déterminerai  pas  les  différentes  formes 
dont  peut  être  susceptible  la  trace  numérique 
du  troisième  ordre ,  elle*  dépendent  de  la  re- 


Dû  IBA^IiCrii   »ES   lirÉQUATfONS.       47! 

Wioa  des  coëfficienft  de  la  pcoposëe;  msis  quels 
^ue  soieot  ces  coëffîciecîs ,  la  méthode  de  sola- 
tion  y  par  sa  gëaéralité ,  atteint  également  toute 
espèce  d  équation ,  quelle  que  soit  sa  £t>Tme. 
Ainsi  il  est  inutile  de  faire  ici  i'énumération 
des  lignes  du  troisième  mordre ,  on  à  toujours 
iCeUe  qui  doit  atoir  lieu  par  le  résultât  de  la 

formule.  i:::    .  .  i.:^>      ' 

Cette  même  formule  servi  m  ëgaleinefet  pour 
les*  équations  daKis  lesquelles  x  -.lirait  *  élevé  k 
un  degré  queleooiQ|U^;.:si  <¥€'  oopten»!  une 
jFenqtion  en  arsupisrieure  au  troisième <legré \ 
il  eu  résulterait/ (Seulement. une :;augmexita'^ 
tion  de  points  radicaux ,  qu'on  déterminerait 
comme  ci-dessus  :;  «i  J^'  renfermait^  une  fbnc- 
^n  de  X  du  troisième  ou  du  quatrième  de- 
gré t  etc^,  t'axje;immédiajb  delà  tr<^ee*  înumé* 
rique,  au  lieu  d'4tre  utie)dy[ijpseî^  serait  une 
trace  du  deusiièlOi^tiiKîîsième  ou  du^deuxième- 
quatrième  degré  %  elc ,  •  sûr  laqueUe  se  49ons»» 
truirait  le  dernier  radical  de  la  tra^e  daumé- 
rique*  *.   ^  •  '    j 

Si  la  formule  .co^t^nait  dans  quelquesruns 
de  ses  termes  des  dénominateurs  en  fonctions 
de  X  qui  appartinssent  à  Téquation  ;  c'est-à- 
dire  si  le  coëfficlepitdey^  était  delà  forme 

Air"*  +  Ba?"*'"  +.etc. 


\ 
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celle  fonclion  formerait  un  dénominateur  daM 
leA  diflerens  termes  de  la  formule  ;  alord  il  f 
aurait  autant  d'asymptotes  que  cette  fonction 
aurait  de  lacteurs  simples,  téeh  ^  comme  on 
Fa  vu  ci-dessus. 

Pour  résoudre  les  ëquationn  du  quatrième^ 
quakrîeMe  degré ,  on  '  suirrala-  même  marché 
que  celle  qui  a  été  suivie  pour  celles  du  troi^ 
aièmd^troisième  degré  ;  on'CinployelPa  alors  la 
formule  (198)9  première  partie.  Quoiqu'elle 
ne  dMne  que  les  quasi^vatidurs  des  deu^  ra- 
cines extréines  de  Téquation  ,  il  sera  très* 
facile  de  suppléer  aux  idenx- racines  intéi^me- 
diaices^. .-/';.'  .  .•/>.'•.=  -  •■        •  !►  *'  •• 

D'aprèsila  nature  de  cette^formule^  OU  voft 
que  Jk  icâce  nuinérique  ^ura ,  pbur  son  a:^ 
ifinsimliaft^^ne  courbe  du  troisième  ordret^ 
quSon  •  isonstniiva  -  camate"  ità'*  prédédenles  ,  et 
c'csilaurbetiaxe  que  V(m  cônairuira  les  valeurs 
dnvâevniekf)radical  qui- constitueront  là  trace 
numérique^  Ainsi  la  marebe*que  Ton  a  suiVile 
indique  celle  qu'il  faut  suivre  pour  consltuire 
les  traces  numériques  des  différens  ordres. 

De  la  concentration. 

3o5*  Par  les  méthodes  quV)n  vient  de  déve- 
lopper on  n'obtient  que  des  quasi-valeurs  qui 
ne  donnent  pas  par  conséquent  des  traces  numé- 
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riques  rîgD^reuâes,  mais  seulement  approxi-* 
matiyes.  Il  reite  à  développer  le  moyen  dé  con- 
eeûtratîoti  qui  puisse  conduire  à  des  valeurs 
exactes.  '  -  • 

Il'ftût'il'abord  remârc(ue»  qu'on  ne  se  pro- 
pose pas  id  de  construire  des  traces  numéri-» 
ques  exactes  dans  tout  leur  cours  ;  ces  traces 
ne  sont  que  des  moyens  préparatoires  pour 
parvenir  atix  valeurs  coirélatives  que  l'on  cher- 
che ;  et  qui  sont  les  seules  qu'on  a  besoin  de 
déti^rminer.  Ainsi  dans  1^  ^etix  équations  ci^ 
dessus  du  troisrème*troisième  degré  qu'on  vient 
de  résoudre'  ,  on  »n'al  besoifi'  de  déterminer 
exactement  que  les  valeurs  corrélatives  qui 
répôtid^i^t  aux  Iroi^  points  d'intersection- des 
deux  traces-numériques.      * 
•  Pour  y  parvenir ,  je  suppose  que  l'ordonnée 
BC  (fig.  34  et  35),  soit  celle  qui  corresporid 
au  vrîai  point  d^intersectîott  ;  à  une  premiérie 
valeur  approximative  AP*de **,  je  prends  exac- 
tement ou.  seulem«*it  .aveô  deux  décimales 
exactes  la  Valeur  dej^quilui  correspond  dans 
les  deux  eijuations  ,  j'aurai  deux  ordonnées 
PM  et  PW ,  la  première  plus  grande  que  là 
deuxième  ;  je  prends  ensuite  une  autre  valeur 
de  X  qui  croît  dans  la  dii'cction  AC,  et  je 
cherche  également  dans  les  deux  équations  les 
valeurs  de  y  qui  lui  correspondent.  Si  la  pre- 
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mière  P'M'  surpasse  encore  la  deuxième  FN' 
avec  une  différence  moindre  que  la  première 
fois,  je  conclus  que  je  suis  dans  la  direction 
qui  conduit  au  point  d'intersection  ;  si  la  diffé- 
rence était  plus  grande ,  je  conclurais  que  je 
m'en  éloigne  ^  et  pour  y  parvenir  y  je  prendrais 
pour  X  des  valeurs  qui  croîtraient  dans  une  di- 
rection contraire*. 

Enfin ,  si  j'obtenais  pour  Tordoniiée  de  la 
deuxième  équation-  ui^  ^valeur  P'  N^' ,  qui  fut 
à  son  tour  plua  grande  q[ue  celle  de  la  pre- 
mière P^'M",  je  conclurais  de- là  que  j*ai  dé- 
passé le  point  d'iAtersection ,  comme,  on  le  voit 
par  l'inspection  des  fig*.$4  et  55.  Alors  je  pren* 
drai  pour  x  une»  valeur  inte^rmédiaire  entre 
ces  valeurs  de^  qui  sont  immédiatement  en- 
deçà  et  8^u-delà  du  point  d'intersection  ,  et  je 
la  prendrai  plus  près  des  valeurs  PM  et  PN 
qui  différerpptpioi^  ;  j'arriverai  par  ce  inpyen 
à  un  premier  degrf!  d-appfpximati<yi  :.  je  trai- 
terai  cette  valeur  approchée  de  ;r. comme. U 
première  fois  ;  j'en  obtiendrai  une  seconde  plus 
rapprochée  ,  et,  ainsi  de  suile.  Si  les  valeurs 
corrélatives  du  point  d'intersection  sont  in- 
commensurables ,:  j'arriverai  au  degré  d'ap; 
proximation  que^e  voudrai,  et  si  ces  valeurs 
sontcommensurableSy  je  ne  tarderai  pas  à  le 
reconnaître. 


^ 
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Si  l'on  n'a  qu'une  équation  à  deux  variables  « 
ii  suffîra  de  concentrer  Tëquation  en  y  pour 
les  valeurs  de  x  qu'on  vouAra  prendre  par  les 
méthodes  de  concentration  exposées  dans  la 
première  partie. 

Si  l'on  veut  avoir  les  points  exacts  des  maxi- 
mum  de  la  trace  numérique ,  comme  on  les 
a  déjà  par  approximation,  il  suffira  de  pren.- 
dre  9  par  une  méthode  semblable  à  celle  qu'on 
vient  d'indiquer  ,  deux  oidonnées  entre  les- 
quelles ou  parviendra  à  déterminer  la  plus 
^ande. 

L'usage  que  l'on  fait  du  calcul  différen- 
tiel pour  déterminer  les  points  radicaux  des 
courbes,  présente  une  marche  plus  rigou-- 
reuse  ,  plus  générale  et  plus  simple  en  appa- 
rence que  les  nouvelles  méthodes  qui  viennent 
d'être  exposées.  Sans  doute  les  opérations  du 
calcul  sont  rigoureuses ,  parce  qu'on  y  pro- 
nonce toujours  l'égalité  ;  mais  elles  ne  s'appli- 
quent qu'à  des  symboles  algébriques  x^y^  etc. 
et  leur  résultat  laisse  tout  le  calcul  à  faire^  il 
faut  ensuite  avoir  recours  à  l'élimination  ,  et 
Ton  aboutit  jk  des  équations  surcomposées 
que  les  méthodes  connues  ne  peuvent  plus 
résoudre.    - 

Dans  le  calcul  des  inéquations  on  ne  pro- 
cède rigoureusement  que  relativement  aux  li- 
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mites,  les  opérations  du  calcnl  s'étendent  dans 
une  latitude  que  Ton  rétrécit  et  que  l'on  fait 
évanouir ,  et  ce  n'est  qu'à  la  fin  qu'on  pro- 
nonce l'égalité  ,  lorsque  l'on  est  parvenu  aux 
valeurs  que  Ton  cherche.  Quelles  que  soient 
les  méthodes  que  Ton  employé  dans  les  équa- 
tions composées ,  ce  n'est  que  par  le  calcul  des 
inéquations  qu'on  peut  parvenir  à  ce  dernier 
but.  Ce  calcul  restait  idond  à  trouver  pour  com- 
pléter les  opération»,  de  l'analyse. 


FIN. 
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ERRATA. 

PagAUg.ii  A,B,M,^/^^«A',B',J!ll'. 

9  6  V,  lisez U\ 

9  9  Idem. 

9  1*  Q,  lisez C''  + etc.). 

S7  a4  QQ—Q^,  lisez  Q  —  Q\ 

36  25  nombre^  lisez  membre. 

93  19  —  C o,  lise9  —  C  II  o. 

/«p>i&fr  /••>^» 

129         I    —I  V       V  etc.,  lisez — (  v      /\ 

\P*      Pi  \Pt     Pi 

i33       23  ^  lisez         ■    . 

173         6    A  +  y7,  lisez  A—V7. 

1 86  â6    aux  deax  exemples  du  tableaa ,  lisez  à  deux 

exemples. 

187  12   ps'>^,  lisez p3<^^. 

195       17    5Cqi2rKr<;o>  /w««  iSCrp2rVr>o. 

2o3        5    *3— <7(  etc., /Mtf«  *3— >j(etc, 
220         8    ±XA  +  v7,lUezl{A  +  Vr). 

220      12  in»,  /£m«  fn». 

220  18  i«*,/wtfaf«». 

a23  9  ^,  lisez  ^. 

228  a  C— (Bnîr)ap, /wtf«  C— (B— nw)«-. 

23o  12  ^f  lisez  ^. 

238       19    = ^,hsez^ ^ 

243      i5    3B',/m«5  3B;. 

345    der.    ^ ,  lisez  ^'.  * 

246         4    ^^^  imaginaires ,  lisez  sont  réelles. 
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296      i3    i5A*— B5oAÇ,//m«  i5A*B— SoAC. 
3o6        6   3i3, /f«&j  220. 
358        2    F  j  lisez  E. 
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